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CONDITIONS DE LA SOUSCRIPTION. 

Depuis le preoiier juillet i8to , ce recueil parait de mois en 
mois , par lirraisoos de 3o à 4o pages d'impression , non compris 
les planches. 

On peat adresser indistinctement les demandes de souscription. 

Au Rédacteur des Annales , rue du St-Sacrement , a." 262 , & 
Montpellier [ Ht?rault ] ; 

A M. Bachelier, gendre Courcier, libraire pour les Mathématiques , 
Quai des Augustins , n.* 55 , à Paris ; 

Et à tous les bureaux de poste. 

Les articles à insérer et lés oavrajges à annoncer doirent être 
enToyés , &anc$ de port y à la première de ces adresses. 



AVIS au Relieur, 
Sur le placement des Planche^. 



Planche I. Après la page 173. 

a a64* 
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Par J. D. GERGONNE, professeur à la faculté des 
sciences de Montpellier , membre de plusieurs sociétés 
savantes. 



TOME SEIZIEME. 



A NISMES, 

DK l'imprimerie DE F. DURAKD-BELLE. 

Et se trouve à PARIS , che* M. B\chelieb , gendre CouRClER , 

libraire pour les Mathématiques, Quai des Augustins , n." 55. 
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ANNALES 

DE MATHÉMATIQUES 

PURES ET APPLIQUÉES. 
OPTIQUE. 

Recherches dAnaîîse sur les surfaces caustiques ; 

Par M. Gercohne. 



XJ ANS nn article taséré à la page 3S^ du précédent rolamc, nous 
avons démontré , d'après les idées qae nous avait suggéré un tra- 
Tail de M. Quelelet , quelques propriétés générales des caustiques 
- planes ; et nous moas promie de montret, daiis un autre article, 
par des applications variées , combien la connaissance de ces pro- 
priétés pouvait faciliter la recherche de ces sortes de courbes. Mais 
il nous a paru qu'avant de remplir cet engagement , il convenait 
d'abOrd de compléter la théorie, en démontrant, pour les surfaces 
caustiques, des théorèmes analogues k ceux qu'offrent les caustiques 
planes ; et tel est l'objet unique de l'article que l'on va tire. 

Maïs , auparavant nous rappellerons brièvement quelques princî-- 
pes déji txtnnus , mais qu'on ne trouve. . développés que dans qud- ' 
Tom. Xri, n.' /, i.*' /ui/let iSaS. i 
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3^^ SURFACES 

ques ourrages que le lecteur pourrait n'aroir pas sous la main. 

Soit l'équation 

dans Idqtielle e représenta nn paramètre indéterminé. A raison de 
la variabilité de ce paramètre , cette équation exprime une infinité 
de surfaces courbes ^ ^e succédant sans interruption dans l'espace , 
et pouvant conséquemiiient être touchées toutes par nue même sur- 
face, lieu de leurs intersections consécutives , lesquelles sont en même 
tOHip» leur lignes- de- c<»tact avec cette surface qui en est dite \'ea~ 
peloppe. Ou sait (*) que , pour obtenir l'équation de cette enve- 
loppe, il n'est question que d'éliminer a antre les deux équations 



-. (^.)=o. 



Si au lieu d'un paramètre tinique , on en avait plusieurs a^h , 
c, au nombre de n, liés entre euï par n—i équations de re- 
lation ; on considérerait tous^ces paçamètres , excepté a , comme des 
fonctions de celui-ci, données par ces équations. En y joignant l'équa- 
tion ^s;o ,■ Qn sa trouverait avoir it étjutnîoiïs } en les ai0)dren* 
tjam t^ule^ par rapport à « et ù ses fonctions , on obtiendrait 
If BOuv«IIe$ équations ; et tout se réduirait à éliminer , entre 
If s 3/ï éc^qatboqs , les n paramètres a, bf Ct d , «... et les n — i 
d& de iU 

^^ do * d» ' d« * ' 

Si, pai; exemple l'éqaation. était 

F(^,7,2,<ï,3)=r=o , 
et qu'on eut 

<*> V^fM^tODif 111 j pag. 36i. • ., 



y Google 



CAusTiQui;s. 

1 aurait à âiiumer a , 5 et —y entre les quatre équations 



r=o , 



JÎ=o , 






Supposons prâentement que , dans l'^uaiion 

les deux paramètres a ^ è soient indépendans. fin faisant Taiier a 
seul , on obtiendra une infinitti de surfaces dont l'enveloppe aura 
pour équation le résultat de l'élimiDation de. ce paramètre entre 
les deux équations 



(^:> 



Mais si', dàn^ IVquaiîon tt^ultante on fait varier i , îi son tour , 
on obtiendra une infinité d'enveloppes se succédaint sans interrup- 
tion dans l'espace , et ayant conséquemment cttes-mémes une en- 
veloppe commune. Voyons comment on pourra t^tenir l'équation 
de cette dernière enveloppe. 

Au lieu de faire d'abord l'élimination de a entre les deux éqna- 
tiuns , ce qui n'est praticable que dans des cas particuliers , noiis' 

pouvons y dans l'équation ( — j.=:o , considérer s comme «ne 

fonction de b , donnée par l'éqnation F=o ; nous retombons donc 
ainsi dans lé cas qae nous venons de traiter tout à l'heure ;'«t 

todt se réduit & éliminer « , 3 et -rr entre les quatre équations 
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T- /dJ'\ , df . d« 

Maùt CD vertu de la première, la dernière se réduit à f — j =o ; 

doDc tout se réduit fiualemént i éliminer a et 5 , entre les trois 
équations 

Si l'on considère présentement que, dans ces trois équations, a 
et j se ' trouvent exactement traités de la même manière , on en 
conclura que-, soit que n'ayant d'abord ^ard qu'à la variabilité 
de a, puis ensuite à celle de ^ , ou que n'ayant d'abord égard qu'à 
la variabilité de â , puis ensuite à celle de a , on cherche l'en- 
veloppe des enveloppes , on n'obtiendra jamais qu'une^ seule et même 
surface courbe , laquelle toucliera conséquémment toutes les surfa- 
ces qu'on déduirait de l'iK^uation Vt=o , m y faisant rarier sïmol- 
tanément , d'une manière quelconque, les deux paramètres «t et b. 
Les enveloppes primitives , coïnme Aous l'avons dit plus haut, ont 
des lignes de contact avec les enveloppés , et il en est dé même 
des enveloppes d'enveloppes , par rapport à ces enveloppes primi- 
tives ; mais il est visible que généralement îes enveloppés' d'enve- 
loppes n'ont que des,points de contact avec ces mêmes enveloppées. 
Si l'équation V=o, contenait des paramètres a, ByC,dy..,. 
a* nombre- de n , f^ées entre, 'eqx par n — a équations, de relation, 
.la question rejiuei-âit>., exactement dans lavprécédeote. On pourrait, 
.en, effet, considérer tous les paramètres autre que a et 6 comme 
des foActî/5n3 ' de ces deux là, doHm^s par les;»?— a Ajuations de 
rtrlatiorii' En y ^diénânt -donc ■ réqùalJbii F^o', et prenant tonr à 
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tonr les diff<frentielles partielles de toutes, par rapport aux para- 
mètres indépendans a et i et à leurs fonctions c^d^ e, on 

se trouvera avoir 3/1 — 3 équations , entre lesquelles on n'aura ù 
^limioer que 3a— 4 quantités, savoir, les n paramètres et les an—- 4 
^ Ae àâ àâ àt Ae 

rapports j;.5.j;-ji.X'dï' 

Que par exemple l'équatioD proposée soit 

T{x, y,z, a,l, c,a' ,11 ,c') = V-=a , 
es sii paramètres jtaal liés par les quatre relations 

f;a ', h , <r)=5=o , (\<i', bi , f^5'=o , 

f(a, >,£, <!',*', c^=P=o , 4.(a, i, <:, a', J', £') = Ç=o; 

en coDsiddraot a , h , c , cf comme des fooctioDS des deui .pajta- 
mètres indépendans a' , f , il faudra éliminer ces six paramètres et 
les liiHt rapports « 

^ a it il) ■.:.■■> 

*•> ' U ' il ' «la" ' 

la d» Je ^ 

entre les quinse équations 

r=o , 4=0 , S'=o , P=:o , Ç=o . 



y Google 



SURFACES 



l.d^J<W"\il4 Ja«'"'"l, de Jd«'~°' V da'/^^d^Ad^""' 

y- dS \ do / ^ \ d* , / ^5 > d< _ / d£' \x(^^\^ „ 
V di/dï''**V W* /5ï>'*"V d^ jdï^"*'' L dï* A*"\ d7/ dï'~°' 

\ da / da' '**V d* J da/ ""V de / da' r\ dû' -/^(^ 4/ / da' ~~° ' 
^dP V do jT^N^* _l_^**'"l ^' J_/ ^Z VlI' ^'^ \^^ 

l, d« J d*/ "M, d* y dï; +\ dT y^ ai' "'i^ dT /+v dp /dp ~ ° ■' 

• d^\da /dQNd* /dQ\dç /dQ VYde\d*^_^ 
V^da /da'TVd*/'da^"^l^ A:y'da''^\^ da' /H de* y* da/ " " ' 

Vda >di' M^di ^dA'"l"\^ de ) Ah*'^\W r^iif ) ài^ ~^ ' 

Ce cas est prÀusëment celui 'que nous allous rencontrer dans "a* 
qui Ta suivre. 

Soit S une surface quiconque, séparant deux mïlienx homo- 
gènes , d'nn pcavoir réfringent inégal. Soit nne autre surlace S^ , 
située dans l'an de Ées milieux , et àé. chacun des points de la- 
quelle émaneot des rayons incidens , dans des directions qui \và . 
sont respectivement normales en ces points. Considérons , en pat- 
dculier y le rayon incident qui émane du point { a' , j' , «' J de 
cette surface rayonnante ; et soit {^a ^ h ^ c) son poïiit d'incidence 
sur la surface séparatrice. Soit enfin ( j^ , ^ , ^ ) un quelconque- 
des points du rayon' réfracta. 

Les trois coordonnées a , i , c ^ ainsi que les trois coordonnées 
«' , y y 4f y -dotTent étefi liées -entpe elles par des équatiom de re- 
lation qne nous repf ésentertuis respectirement par ... 
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f(a,i,<:)z=Sc=o , {'(a'è'c')^S'=o, 
Soient faits ^ pour abr^er 

En représentant par X , Y , Z les coordonnées courantes t nous au~ 
rons pour les équations 

I.* du rayon incident". 

"... ( X-^7=-;, (Z-*) , 

3.* de la normale au point amcidence l 

« — e ' 

Y— 4= ^ (Z— f) i 

Il faudra d'abord exprimer que ces trois droites sont dans un 
même ptan passant par le point (a, h y r) ce qui donnera 

Les cosinus de», angles d'incidence et de réfraction seront lespecti- 
Tcmeot ' 



\/(>+?'+y)U'»-'»'>*+(»-6')H-fr-e^*J ' 
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. p(r-.l+,(y-t)-(.-t) _ 

d'où on conclura , pour les sinus de ces mêmes angles , 






(■+;>■+»■){(>■— «'J'+l*—«OM-(e—eO') ' 






ie xi- 



.SI donc le rapport constant du sinus d'incidence au sïnus i 
fraction est cehii de m à n , en divisant ces deux formules l'une 
'par l'autre, on aura, en quarrant, 

Remarquons présentement que les équations de la normale à la 
surface S' an point (a', i' , c') sont 

X-^'=— /»'(Z-<0 . Y— i's— f'(Z— ^0 ; 
nais les équations du rayon incident penveat être écrites ainsi 



puis donc qne cette normale et ce rajon doirent se confondre ea 
une seule et même droite , on doit avoir 



c'est-à-dire , 
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(a—a')+p'(c-c^o , (PO , (i-l,')+ç'(c-<:'i = o . (Q') 

Cela pose ; soient prises arbitrai rem eut îles valeurs de a' et i* , 
on en conclura celles de c' , p' , y', nu mciycn de IVijrtatiori S'^o. 
Ces valeurs (>tant substituées dans li's ('(piatioiis (^') ^ (Q') , corn- 
bÎQi'es avec l'i'^tialioa S^o , on eii tin'ra les valeurs correspon- 
dantes iica,B,CtPf^;en subsliinant les unes et les autres dans 
les ^quati(iiis (i) et (3) ^ les équations résultantes, en ^ , ^> jc , 
seront iiidislinctctneirt satisfaites par tons hs points de fa direction 
du rayou réfracté n^poodant aux valeurs particulières atrribti^es à i', 3'. 

Pub donc que ces i^qualions laissent x , y, z îndelerniinées et , 
n'établissent entre elles que deux relations si-ulemout , il doit noo» 
^tre permis d'établir, entre ces trois ciwrdonnt'es , une relation toufc- 
Â-fait arbitraire ; au quel cas elles, deviendront alors les coor^n- 
nées d'un point déterminJ du rayon n^fracle'. Cliercbons seulement 
k choisir cette relation de manière à rendre les calculs Décessaîres 
pour la recherche du point ( x , y y ^) de la direction du rajon 
xëfracté aussi simple et syuit^trique qu'il se pourra. 

Or , si uous posons 

(x-^)-^p-^z+c)=^ ~ {(a—a')-\-pÇc—c')} , .^ . 
Nqu&tton (1) deviendra - - , 

(y-*)+ï(*-^)=-^l(«-«0-+y(^-'0} ;■ (<» 

^4 tirera de l'élhninatioD de z — £ entre eUes 

Tcm. Xri I 
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AjouUnt membre à membre les qiiarr& de ces âjuations , on trouvera 

({»_/).f.y(t-.'))-+{p(t-f)-;(»— 0}-+((t-»l+?('-'0)' ^ "' . 
{(!—«)+(>(<— ())'+(f(J'-*)-?(»^»)>'+{<3"^)+î('—»))" "' '. 

au moyen de quoi l'équation (2) se réduira simplement à 

Ainsi les coordonnées du point (x , y , z ) de la direction du rayon 
réfracté , qui répond à des valeurs quelconques de a' et i' , se 
déduiront finalement de sept équations 

S=o , (S) S'=o , (S-) 

(a—<i^+p'(i:—C)=o , (PO (i— *'>fj'(c-^=o , (QO 

(„_^)<+(y_j)-+(z-*)-= ^. {(i-.o'+c-JO'+ci-'^h i w 

de sorte- qu'en éliminant des trois dernières a, 6, e , r', au moyen 
des quatre premières , on pourra en tirer les valeurs iti , j , r, 
en fonction des variables indépendantes a' , i'. 

On remarquera que l'équation (V) es» celle d'une sphère qui a 
Bon centre au point d'incidence ( « , i , tf ) , et dont le rayon 

— \/(,,-.0M-(»-*)'+<"fl' "' * ^ distance v' ("-^)'+<»-»0"+l«-«')" 
de sou centre à la surface rayonnante dans le rapport constant dn 
sinus de réfraction au sinus d'incidence. Quant aux équations 
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(F) et (Q) , on voit que ce sont celles d'une parroUèle à la nor-^ 
maie à (S) aa point d'incidence ( o, i , e ) ; de sorte que le point 
(^XtffZ) est un de ceux où cette parallèle perce la sphère. 

Si l'on voulait obtenir l'ëquation de la surface lieu de tous les 
points (.X i X ' ' ) y ^^ "'^ s'agirait évidemment que d'ëliminer les 
six paramètres a , i ^ c , a' ^ h' y ^ entre les sept équations ci-des- 
sus. Cherchons plus particulièrement quelle est cette surface. 

A raison de la 'variabilité et de l'indépendance de a' et b' , 
l'-équation (V) appartient proprement à une inSnitéde sphères. Ces 
sphères ont toutes leurs centres sur la surface séparatrice (S) ; et 
le rayon de chacune d'elles est à la plus courte distance de son 
centre à la surface rayonnante (S^) dans le rapport constat du -si- 
nus de réfraction au sinus d'incidence. Cherchons la surface qui les 
enreli^pe tontes. 

D'après ce que nous avons dit au commencement de cet article , 
on voit que , pour parvenir à l'équation de cette surface , il ne 
s'agit que d'éliminer les six paramètres Oyh^Cta'^h'y^ et 
les huit rapports 

dd dA de de 

^- * dâ' * "ï^ ^ Ï5' 

da d^ de de' 

dp » d*^ * dï? » d? 

entre les cinq Rations (S) , (S^ , f P') , (Q/) , (V) et leur» dilTé- 

lentielles partidles prises tour à tour par rapport à a^ , j' et & 

leurs fonctions a , A , c , «^ . 

Or en différentiant d'alwrd l'équation (Y) sons ce point de vue, 
n observant que 

d* ^^iedadedft ^i_ ^ *'*' 

dâ*^ d» dô' dAdâf ^ 'àâ/'^^ H * d7^^ * 

dp ^ d« dA* ''" d* d** — ■''' W *^ 4W * dft' ^ *" 
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+{[(r-*)+?(-'-0+ ^X(*-*0+y(^-'0]) -z, \ 

ou simplement , en vertu des relations (P') » (Q') 

or , les surfaces (S) , (S') pouvant toutes deux être prises arbitrai- 
rement , il s'ciisiiil q(ie a^ , l>' ■, C doivent être tout-i-fail ind^ 
pcndans de <? , b^c et toiisequeinment ces deux den^ères . <jlqa»- 
tions ne duivent établir aiictiiie relation entre les quatre rapport* 
An Ab Aa Ab . . ...... 

5 • 3v • -jj; ' d*; ' ""!"' "'8= 1"°" "" ' '» '"" 
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ces deux ëqnatîons doÎTentilonc , dans la recherche ma nons oc- 
cupe , xemptacer les deux qui les préo>dcut ; mais ces équaiîOD» 
ne sont autre- cUose que les étitiatioiis (P) , (Q) ; donc la recher- 
che de IVquaiiofi de l'cuveloppc de toutes les sphvres (V), tout 
comme Ja i^clurche du Ueu de tous les points.^ ^ t y * x) se 
réduit k r<?liiniuaUon de a, h^.Cy a' , b' , tf' eotre les sept Ajoa- 
tions (S) , (SO , (PO , m ' (P). (*h . (V) ; donc cette, eove. 
loppe n'est autre chose .que -le lieu iiii}me des points ( j:- , v , e ) ; 
or chacun de ces points , âaut celui oii l'une des sphères estperc^ 
par le rayon rvfrat^i^ qiii émauc de' son ceulre , doit Jtre normal 
à sa sufface ; il le sera donc aussi à l'euveloppe qui la loache 
■en ce point ; on a donc finalement cet t'Iégant théorùme '. ' 

THÉORÈME I. Deux milieux homogènes , d'un futuvoir rifrîn- 
^ant inégal, étant séparés par une surface quelconques ^' et déf- 
rayons incidens , situés dans fun d'eux , étant traversés «rtko— 
^onalement par «ne même surface ; Ji des diQ'èrens points de la 
surface séparatrice des deux milieux , pris successivement pour 
centres , an décrit des sphères , dont les rayons soient mux distances 
êê leurs centres à la surface trajectoire orthogonale des ■ rayons 
incident dans le rapport constant du sinus de réfraction au si-' 
nus ■d'incidence , Teneeloppe de toutes ces sphères sera tine des 
surfaces ^ajeCtoires orthogonales des rayons réfractés ("*). 

S« l'on suppose les rayons incidens parallèles à une droite fixe, tom 
plan perpendiculaire ^ celte droite pourra être pris pour surface trajet» 
tCHre orthogonale de ces rayons , et oo obtiendra le thi^urôme suivant i 
THÉORÈME II. Deum milieux homogènes d'un pouvoir ■ réfrin- 
gent hégal étant séparés par une surface queUon/fUe , et des rayons- 
incidens parallèles étant dirigée d'une manière quelconque dans 
Fun de ces milieux ; Si , des différens points dû la surface sépa- 
ratrice t pris succssivèment pour centres , on décrit des sphères , 
dont les rayons soient aux distances de "leurs centres à un plan 

^)M>Samunoa8aadre5sépo3térieurenit;Dtnaedéuiotuti*ttoadccelhéoT&aa« 
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•Jixe conduit arbitrairement j dans une direction perpendiculaire i 
celle des rayons incidens , dans le rapport constant du sinus de 
réfraction au sinus dincidence , Tenveioppe de toutes ces sphères 
'sera une dés surfaces trajectoires orthogonales des rayons réfractés^ 

Si l'on suppose que les rayons incideQ» émaneut d'uo même pwnt y 
toute sphère décf'îte de - ce point comme centre pourra être prise 
pour surface trajectoire orthogonale de ces rayons. . En choisissani 
donc pour cette surface une sphère du rajoa nul , ou obtiendra 
le théorème suivant : 

THORÈME m. Deux nulieaj> homogènes d'an pompoir rifriur- 
gant inégal étant séparés par une surface quelconque , et un point 
rayonnant étant situé dune manière quelconque dans l'un d'eux -^ 
si f des différent points de • la surface séparatrice des deux milieux , 
pris suceessipemeni pour tentres , on décrit des sphères dont les 
rayons soient aux distances de leurs centres au point radieux dan* 
le rapport constant du sinus de réfraction au sinus d'incidence , 
f enveloppe de toutes ces sphères sera une des surfaces trajectoi-7 
res orthogonales des rayons réfractés. , 

Si l'on 8U[^)o«e que les sinus d'incidence et de râraction n« 
dillerent l'on de l'autre que par le signe, la réfraction s« chan- 
gera -eit Eëflexieo , «t on obtiendra ces tio» autres th^rèmes»^ 

THÉORÈME IV. Des rayons de lumière normaux à tous les 
points dune surface quelconque se réfléchissant à la rencontre dune 
autre surface également quelconque ; si , des différens points da 
la surface réfléchissante , pris successivement pour centres , on dé-y 
trit des sphères tangentes à la surface trajectoire orthogonale des 
rayons incidens ; tenvetoppe de toutes ces sphères sera une des 
surfaces trajectoires orthogonales des rayons réfléchis (*). 



(*} M. Dnpîn • dooné Hue âtfmonstmtioa gé<HnAriqae fort ^gante 44 
<e théorème , à U pnge 135 (le tes Applications dt giomitrit. Nous accueiU«- 
vrotH vwec ompreueiBent une (Umonatratioa BD&iogne de notn 7AA>rJm« tf 
ù «U« UMU étùt odnMéOk- ' ' ... ' : 
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- THÉORÈME V. Des rayons ée lumière parallèle^ entre eus- 
se réfléchissant à la rencontre Sune surface quelconque \ si , des 
diffèrent poiais de cette surface ^ pris successivement pour centres t 
en décrit des sphères tangentes à un mime plan , perpendiculaire 
à la direction commune des rayons incidens ; Fenvelappe de tou-' 
tes ces sphères sera une des surfaces trajectoires orth^ottalei des 
rayons réfléchis, r 

THÉORÈME VL Des rayons de lumière ^ issus Sun mèn». 
point de V espace t se réfléchissant à la rencontre iSune surjac», 
quelconque ; si , des diffèrens points de cette surface , pris Succès-. 
sivement pour centres , on décrit des sphères qui .passent . par le 
point rayonnant ; Fenveloppe de toutes ces sphères sera une Àes tta—. 
j'ectoires orthogonales des rayons réfléchis. 

' Si l'on suppose que la surface trajectoire orthogooide des rayons 
incidens , ainsi que )a surface séparatrice ou r^flÀ:hinaMe , aonf 
deux surfaces de rérolution ay&nt mime axe ; auquel cas l'env^* 
bppe de spbères sera aossi une surface de rëroluiion i a^ant néme: 
axe que les deux premières ; en. cosûdérant ce qui. se pesée dam 
an plan quelconque, passant par cet a^e , on letemben hu le$ 
itx th^rèmea relatifs aux caustiques planes que nous aronS'^dé- 
Dtonués dans le iném<Hi« Ta{:^é au cçuuneDoranent: de celui-ict' 
qui , de celte aorte, peut le suj^ëer complètement. .j 

On voit f par ce qui précède , que si des rayons incidens peuvent 
éLre traTors^ orthogoualcment par une même surface , pu , ce qui' 
revient an même , si ces rayons forment deux séries de siuface» 
développables, telles que chacune des surfaces de l'une des séries soit 
conpée orlh(^onaIeaient par toutes les«urfaceg de l'autrp série ; ce qui 
comprend , comme cas particuliers , les cas où ces rayons seraient 
nsos d'un même point ou paràlUleis entre eux; tant de réftiactioii' 
tt de réfletnoQ qu'on voudra- lent faire soMi' successrvément à la 
l'mccmtre de surfaces quelconques, he pourront leur fotré ^rdre te 
caractère, c'est-à-dire, qu'après les avoir subies, ils pi»urr(»Dl ciiool^*' 



y Google 



f6 SURFACES 

éU«traTersft orthf>;îon al entent par une môine surface, et seront 
con8eqoemi»enl dislribiu's en deux stries de surfaces de'vcloppables , 
telles c[tK chacune des- surfaces de l'uue des séries sera Irarers^ 
Ortliogonalement par toutes les siirfuces do l'autre série. C'«st en 
cela qù« consiste la belle exteiiâion donnée par M. Dnpîn aux 
théorèmes de Malus , qui ne croyait In proposition vraie que pour 
une premit-re r^fraclioo ou imc preniiîre rrflosion seulement. Ge 
qui précède présente in^me un moyen facile et nuiforme d'obtenir 
ftne . trajectoire orthogonale d*^ derniers rayons réfractés ou réfl^ 
chis^ , lorsqu'on 'connaît une trajecleire ortliogonale des premiers 
rayons iHcidens, les diverses surfaces séparatrices on réSéchissantes, 
et les pouvoirs réfrîngcns des dlvets milieux homogènes séparés pac 
ces surfaces. 

' 'Dans le cas d'une réfraction ou d'une réflexFon unique, lorsque 
te rapport du sinus d'incidence an sliins de réfraction est donné ^ 
de ces trois choses , la surface séparatrice ou réfléchissante , 1» 
suriace trajectoire orthogonale des rayons- incidcns> et la surface 
trajectoire orthogonale des rayons réfractas ou réSéciiis-, deux queU 
COiiqiies ëumt données , on jwut toujours déterminer la troisième. 
En effet i .* nous avons déjil vu. qu'en ivprisenlaBt pac a' ^ b*^ e* 
les coDpdounées àe la trajectoire orlliogimale des rayons incidens > 
par Gy è, c les coordonnées de la surface st'paratrice ou réfléchi»- 
■ante, par S=:o , S'=o , les équations respectives de ces deux sur- 
faces, par — le rapport du sinus d'incidence au stnus de réfraction^ 
posant ppar abréger 

■ ■ ■ de de der àe^ 

■.' ÏZ^P' dî=?' d^=^» dP=?' 

et d^igtjant enfin, par x,jt ^ ks-, coordpnnées de la trqfectorre 
ortliogfuiale des rayoïjs. réfractés ou ■ réfléchis , l'équation dç cettft 
dernière sHi^acc ét^Ù le r^'s^ltat de rélimioation de a yk,Cta\b' ^fif 
«litre les sept équidioQ&: ,. > 
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S=o , S'=o , 
{c—a')+p'(f—c')=o , (>—*')+?'(<:— «0=0 . 

y{(x-a)'-^r--ty+(,z-cy}=n-{{<,-<.')'-¥J'--t'r+(c-c')') ■. 

2.° Si l'on demandait à quelle surface des rayons incidens doî- 
Tent être normaux pour qu'après s'être réfractas ou réfléchis à la 
tencbntre d'une surface donnée , ils devinssent normaux à une autre 
surface donnée ; on ^îminerait d'abord x , y , z entre les trois 
dernières équations et l'équation donnée de la trajectoire orthogo- 
nale des rayons réfractés ou réfléchis ; éliminant ensuite a , b, c 
entre l'équation résultante j l'équation S:=o' et les deux équations 

l'éqnation qn'on obtiendrait en a', h', c* ^ p' , ^ serait Téqua- 
tion différentielle de la trajectoire orthogonale des rayons incidens. 
3,° Si enfin on demandait à la rencontre de quelle sjirface des 
rayons de lumière normaux à une surface donnée doivent se ré- 
fracter ou se réfléchir , pour devenir , après leur réfraction ou leur 
réflexion , normaux à une antre surface donnée ; on éliminerait 
d'abord , comme ci-dessus , s , y , z entre l'équation donnée de 
la trajectoire orthogonale des rayons réfractés ou réfléchis. Elimi- 
nant ensuite af , b* ^ c* entre l'équation résultante , l'équation 
S'=so et les deux équations 

{a-~e*)+p'{c-~c')'=o , (^-A')+y'(<:— i^^=o , 

' ToiTu xn. 3 
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l'equattOQ r&ultante en a , h j c ^ p ^ <■/ serait l'équation difFërentielle 
de la surface séparatrice ou réflécliissaute cherchée. 

Soient dfs rayons incideiis normaux à une surface quelconque. 
Après avoir subi tant de réfractions et de réflexions consécutives 
qu'on voudra, à la rencontre d'autres surfaces séparant des milieux 
homogènes quelconques , ils deviendront normaux à une autre sur- 
face ; et l'on pourra , comme dans la dernière question que nous 
venons de traiter, déterminer réquatîoii difTérentielIe de la sorface 
unique -k la rencontre de laquelle les rayons inndens devraient se 
réfracter ou se réfléchir, pour devenir immédiatement normaux à 
la dernière des deux surfaces , et , parce que l'équation sera dtlFé- 
rentielle , le problème aura une infinité de solutions , même dans 

le cas de la réflexion , pour lequel — = — i . 

Donc , pour des rayons de lumières normaux à une même sur^ 
face , tejf'et de tant 4e réfractions et de réflexions consécutives ^u'on 
voudra y à /a rencontre de surfaces quelconques y séparant des mi- 
lieux ftomogènes également quelconques , peut toujours être rem- 
placé , et même (Tune infinité de manières différentes , soit par 
une réfraction soit par une réjlexion unique. Nous revenons donc 
ici > par une route beaucoup plus briève , à la proposition que 
nouS'Uous étions proposés d'établir dans la troisième partie du mé- 
.moire delà page lag de notre XIV.' volume. . 

le peu qui précède peut donc remplacer , à la rigueur , et le 
-grand travail de Malus , et l'extension remarquable qu'il a reçue 
entre les mains de M. Dupin , et le long article que nous venoiis 
de rappeler, et eiiOn celui que nous avons récemment publié sur 
les caustiques planes j de sorte qu'il ne nous restera plus mainte- 
nant qu'à offrir des applications variées de nos formules. 

A mesure qu'une science s'étend et s'enrichît de nouveaux faits , 
a dit un grand géomètre, elle en devient aussi plus compliquée ; 
et on ne saurait la simplitiër qu'en généralisant et réduisant, à la 
fois, les méthodes qui peuvent être suscepiibles de ces avantages. 



y Google 



ERREURS LOGARITHMIQUES. 19 

C'est là aussi le bnt que nous nous sommes efforcés d'atteindre 
dans l'essai qu'où vient de lire. 



ARITHMÉTIQUE PRATIQUE. 

Sur Terreur que Vempîoi des parties proporlionneîîea 
peut entraîner 4uns les calculs par logarithmes ; , 

Par M. ViHCENT, Professeur de mathématiques et de physi- 
que au Collège royal de Eeims. 



JLjORsqiie , dan^ les calculs par logarithmes , pour snppl^er & l'in- 
suffisance des tailles , on a recours aux parties proportionnelles , tes 
re'sultats auxquels on parvient sont affectes de deux sortes d'erreurs; 
1.* on suppose d'abotd les différences des logarithmes proportion- 
nelles à celles des nombres auxquels ils appartiennent; ce qui, 
même pour des nombres très-grands et très-peu différens , n'est 
qu'à peu près .vrai j 3.* en admettant cette proportionnalité , les 
logarithmes que l'on emploie pour calculer le résultat qu'on veut 
. obtenir, ne sont point exacts, et peuvent être fautifs, en j>lus o« 
en moins , d'une quantité qui a pour limite une demi-unité décî- 
maie du dernier ordre. 

Bertrand de Genève a discuté , il y a déjà tong-temps , l'effet 
de la première de ces deux causes d'erreur (*) i mais il n'a rien 



O Tout c« ^e Bertrand a li ItHigoèmenl développe snr- ce njet , 
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dit de la second qui est pourtant beaucoup plus inâuente. C'est 
en consc^quence le seul point que nous traiterons ici où nous sup> 
poserons que , dans les limites de l'approximation des tables , U 
proportionnalité entre les diOerences des nombres et celles de leurs 
logarithmes peut être regardée comme tout-à-£ait rigoureuse. 



•on TolumineuK ouvrage , nous parait pouvoir Être rëduit au peu qai init.* 
, Lorqu'on cherche , par les parties proportionnelles , le logarithme d'un 
nombre en partie entier et en partie fractionnaire , on emploie dans le cal- 
cul les logaritltmes de deux nombres consécatifi des tables , ne différant 
que d'une unité ; d'où il suit que , pour que l'emploi des parties propor- 
tionnelles soit légitime , il faut, tout an moins , que les diflérences des lo- 
gatitbmes soient constantes en même temps que œlles des nombres, pour 
une portion des tables dans laquelle les nombres extrêmes ne difFërent qa« 
d'une unité. En prenant donc pour ces nombres utr£mea tf^l «t ^4*i 
il faudra que , si l'on c'a pas rigonreosement 

Log.N— Log.(N— i)=Ug<N+i)— Log.K , 

on , ee qui revient an même , 

Log.;i^«=tog. — . 

la difiijrêBce entre ces deux quantités toit au moins plus petite qu'une ' 
demipunité décimale du dernier ordre des tables ; c'est-à-dire qu'en dé- 
signant par n le nombre des chiffres décimaux admis dans les tables , il 
&udra qu'on ait 

Mail ea d^ignont par /* le modale de nos tablei Tulgairet * on a rigonrec 
■ement 

t " <** _ i '' , ■ ■ , . ■ I 1 
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Tïons ferons d'abord observer que les logarithmes rigoareui dif- 
férent de ceux qu'on inscrit daus les tables d'une quantité dont la 
limite est la moitié d'une unité décimale du dernier ordre , et 
que conséquemment les différences logarithmiques employées pea- 
Tent être en erreur d'une quantité dont la limite est une unité 
toute entière de cet ordre. £n second Ueu , lorsqu'on multiplie 
cette différence par la fraction qui accompagne l'entier , dans le 
nombre dont on veut, obtenir le logarithme , on néglige les chif- 
fres du produit qnî viennent après le dernier des chiffres décimaux 
de l'ordre des tables , ce qui affecte le résultat d'une nouvelle erreur , 
dont la limite est la moitié d'une unité de ce même ordre. 



et, c«iiiDu les termei qni suireot le premier daiu U lërie sont d'une jte- 
titeoe incomparable k la sienne , il suffira bien qu'on ait 



En- se n^telant dose qœ ^•=043439448190 -*^ •> troiren , pou Im 



1 5 décimait» , 


»> 143 , 


à 6 décimalet , 


K>465, 


k 7 décimale! , 


»>.473, 


1 8 déoimalei , 


»>4659, 



et ùnsi de anlte. On peut donc , dans l'asoge des tablas de Callet, qui eoi&<- 
t è sooeo , employer les parties prop<vtionneUes dès l'origine. 
J. D. G, 
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- Cela posé, on peut avoir i résoudre ces deux questions : i .• É/ant 
donné un nombre, dé/ermtner le logarithme qui lui répond ? 2.* 
Etant donné un logarithme , déterminer le nombre qui lui répond ? 
Occupons-^nous tour ik tour de leur résolution. Mais , pour plus de 
sîmpiicilë, et attendu l'usage où l'on est dans les tables de sup- 
primer les caractéristiques , considérons les logarithmes des tables 
comme des entiers , ce qui revient à prendre pour unité l'unité 
décimale du dernier ordre des tables, 

I, Soit JV+Z" un nombre dont on demande le logarithme ; N 
étant un nombre cnlier et f une fraction , et soient / et A les lo- 
garithmes de N et ^+1 , tels qu'ils Se trouvent dans les tablesi 
Soient A , A' , respectivement , les quantités dont ces logarithmes 
sont fautifs en moins , les erreurs pouvant d'ailleurs être indiOVrem- 
ment positiees ou négatives ; en supposant la méthode des parties 
proportionnelles exacte , comme nous le faisons ici , on aurait 

mais d'abord on néglige A et -V- ; et en outre on rejette toute la 
partie fractionnaire du produit f-{l'—T} ; sauf à augmenter le der- 
nier chiffre de sa partie entière d'une unité, sll y a lieu ; ce qui 
peut encore entraîner nue erreur dont la limite est une demi-unité. 
En représentant par e cette erreur en moins, qui peut être d'ail- 
leurs positiFeott négative, on imîndra donc l-¥f(l'—t) — e , au lieu 
de /-fA+^C'-K'— ^^— <*) qu'on devrtùt prendre ; d'oi\ résulte l'erreur 
finale 

En supposant donc que tes trms erreurs A , A' , « atteignent leur 
limite 4"; » ^'^ ^'^^^ évidemment le cas où l'erreur totale est plu&. 
coosidérahle j bette erreur totale sera . 
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7( —/+/+')=■ ■ 

Ainsi , XerreuT commise par t emploi des~ parties proportionnelles , 
lians la recherche du logarithme d'un nombre en partie entier -et en 
partie décimal , même dans le cas où cet emploi est légitime , peut 
ièlever , soit en plus soit en moins , Jusqu'à une unité décimale 
du dernier ordre. 

Donc , une somme de logArîtliities et de comptt^mens aritlimëti- 
^es de logarithmes peut être fautive d'une quantité dont la limite 
est autant d'uaitvs décimales du dernier ordre qu'il y a de par- 
ties dont cette somme se compose. 

Donc aussi , si , danS la vue d'obtenir une puissance d'un nom- 
bre , on multiplie son logaritlime par l'exposant de la puissance , 
le logarittnne produit pourra être fautif d'autant -d'^nites décima- 
les du dernier ordre qu'il y aura d'unités dans l'eiposant de U 
puissance. 

II. Passons à la seconde question. Soit proposé de déterminer 
le nombre auquel répond un logarithme donné i+d , compn's en- 
tre deux logarithmes consécutifs / et l' des tables , répondant aux 
nombres, aussi consécutifs/ JS et iV-+-i. On -répute pour le nom- 
bre cherché 

-^^r ■; ■ 

mais d'aLord , le logarithme donné l-\;d , n'étant, poussé qu'au même 
degré d'approximation des logarithmes des tables , </ est passible' 
d'une erreur positive ou négative en moins qu'on peut représenter 
par i et dont la limite est ~. £n outre, les deux logarithmes des 
tables / et /' peuvent , comme ci-dessus , être fautifs en moins des 
<in»nû\é& y positives <m négatives X et i' , dopt la limile est égalèiaent 
-une demi-unité ; enfin au lieu de ^on 'devrait prendirc./4'<^-f^(/-^A.^« 
c'est-à-dire ^4'(^~"'^< > cle-sorte que le nombtederaaadé «st réellemsnt 
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en prenant donc sa différence arec rauire , on aara , pour Ter- 
jeur commise 

<?+^— X J (l>—l)(f—\)—âix'~-\) 

(i/-/3+(v-x) "* {/-//) — (/'-0{(/'-/)+(x'-A)} 

ou , en représentant par D la différence des tables ; 

I)(f-X)— <?(V-X) 

or , il est manifeste ^e celte fraction sera la pins grande possible , 
lorsque è~X anra la plus grande valenr posilire et X' — i la pins 
grande valeur négative possible y c'est-à-dire , lorsque la preqiière 
de ces deux quantités sera égale à + 1 et la seconde égale à — i ; 
de sorte que la limite de l'erreur commise est 

D+4 



D{D~i) 



Pr^entement , si , au lien de corriger le nombre If par addi- 
tion , nous élussions Tonlu corriger le nombre .^4- 1 par soustrac- 
ûon , nous aurions eu alors pour limite de l'erreur y en faisant 
exactement les mêmes raisonnemens et les mêmes calculs , 

0(D-i) • 

Cela posé , d est toujours compris entre et D, et la première 
fraction croît en même temps que lui ; mais quand on a </> -^D , 
on pent prendre la seconde , qui est alors moindre y de sorte que 
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te maximum d'erreurs répond à di=z ^2J ; ce maximum est donc 

3 

qhanlit^ qui croît de plus en plus , à mesure que J) diminue ou 
qu'on avance davantage dans les tables. 

Par exemple , dans les tables de Lalande , où la plus petite dif- 
férence est 4 » le maximum de l'erreur est y=o,5 d'où il suit qu'en 
employant ces tables à la rechczche d'un nombre voisin de dix 
mille T à l'aide de son logarithme , on ne pourra pas compter sur 
le chifTre des dixièmes. Si ce sont les tables de Callet dont on fait 
usage , comme leur plus petite di0*érence est 44 * 1^ maximum de 

l'erreur sera — -- =o,o35 , de sorte qu'en employant ces tables 

Â la recbcrcHe d'un nombre voisin de cent mille à l'aide de soa 
logarithme , on ne devra pas compter sur le chiffre des centièmes.. 
' Si t'oti veut déterminer quelle doit être la valeur de D pour 

que le nombre cherche ne soit pas fautif dé la. fraction — , il fau- 
dra satisfaire à l'inégalité 

_L- + J.<L, doù i)>3»+,. 

Ainsi , malgré ce que nous venons de dire, on peut , en employant^ 
les tables de Lalande, compter sur le chiffre des dixièmes, lors^ 
qae les différences tabulaires ne sont pas moindres que 3i , c'est— 
à-dite, lorsque le nombre cherché est compris entre looo et i4pO' 
environ; et, en employant les tables de Callet, ou- peut cgmpter* 
sur les centièmes, lorsque les 4iff'érences ne sont pas moindres que- 
3oi , c'est-à-dire , lorsque le nombre cherché est comprisentre looooi 
«t i44oo environ. 

Dans une autre note nous nous occuperons de» tables des fonc-- 
Uons circulaires. j 

Tvm. XFL 4 
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QUESTIONS RÉSOLUES. 

Solution du premier des deux problêmes de géométrie » 
énoncés à la page 344 du précédent volume ; 

Par M. C. C, Gerono. 



Jl ROBLÈME. A un cercle donné inscrire ou circonscrire un trian- 
gle , dont les trois côtés forment une proportion continue > par difi 
Jérence ou par (juotient , dont la raison soit donnée ? 

Cet énoncé renferme évîdemmeat quatre problèmes qae nous 
allons traiter successivemeot. 

I. Triangle inscrit. 

Soit R le rayon d'on cercle auquel on propose d'inscrire un 
triangle dont les trois côtés forment une proportion continue. Soient 
s^ , X , z les trois côtés du triangle, en désignant par Ti'aire de 
ce triangle, on aura 

nais d'un antre câté on sait que 

^= ^ » d'où 16 ra-s^yv j 

** 

donc en substituant 
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SX^+y-¥z)(y-^z~jrXz-{-x~yXx-\ry—z)~^yz\ (i) 

Cela pose , i .* si les trois côtés doirent former june proportion 
contÏDue par différences , en désignant par d la raison donnée' de 
cette prt^ession, on aura 

jr=y—d x=y~^d i 

ce qui donnera , en substituant et réduisant , 

3iî-(/-4^)=(/-^)- ; 

on bien 

y*— (2J'+37r)/+rf'(<^+i2/î')=o / 

d'ojî Ton Tott qne, si le problème est possible, il admettra deux 
solutions. On tire de là 



=^ 



tJH-3H*±3/ivn'— 4^= 



de sorte que le problème ne sera possible qu'autant que la raison 
d n'excédera pas la moitié du rayon du cercle donné. 

Le coté y étant déterminé par cette formule facile à construire, 
ou en conclura x=y — d et z=y+d ; et la solution du problème 
s'achèvera sans difficulté. 

2.* Si les trois côtés doivent former une proportion continue par 
quotiens , en désignant par ç la raison donnée de cette progrès-' 
sion , on aura 

^ r 

ce qui donnera, en. substituant dans l'équation (i) et réduisant 
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d'où 

R , 

d'où l'on voit qae le problème est toujours possible , et n'admet 
qu'une solution unique. 

De la valeur de y, on conclura celles de jr=- et dei=jy; 

et la solution du problème s'achèvera sans difficulté. 

II. Triangle circonscrit. 

Soit r le rayon d'un cercle > auquel on propose de circonscrire 
un triangle dont les trois eûtes forment une proportion continue. Soient 
X f y , z \es trois côtés du triangle ; en désignant par T^ comme 
ci-dessus , l'aire de ce triangle , on aura 

i6r=(:r+/+^)(j+^-x);z+jr-jr)(x+j-z) ; 

mais , d'un autre côté on sait que 

zT=r{x'{-y+z) d'où ^T=r\s+y+z)' ; 

donc , en substituant 

Cela posé, i." si les trois côtés doivent former une proporlioa 
conliaue par différences , en désignant par d la raison donnée àt 
cette progression > on aura 

x-^y—d , zz=y-^d ; 

ce qui donnera, en subsUtBant «t réduisant 
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et par suite 

qnantité facile Ji construire , si l'on remarque que 3r* est le quarré 
delà corde du tiers de la circonférence. On voit que le problème, 
(oojours possible , n'admet qu'une solution unique. 

De la valeur de y on conclura celles de x=y — J et de z =s^*+</j 
et la solution du problème s'achèvera sans diiUculté. 

z." Siles trois côttfs doivent former une proportion continue par 
quotlens ; ea désignant par y la raison de cette progression , on aura 

'=7 • -==«'• 

ce qui donnera , en substituant dans (a) et réduisant , 
«t couséquemment 



r- 



'+y-lry' 



On Toit que le problème » toujours possible,. n'admit. qu'uiHe sola* 
Ûon unique. 

De la valeur de j-, on conclura celles de *:= — et de z^çy : 

et la solution du problème s'achèvera sans difÇculté. 
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Dfîmonslration du théorème de Statique énoncé à la 
page 272 du présent volume ; 

Par M. Lenthéric , docteur es sciences , professseur au 
collège royal de Montpellier, 
M. Sarrus , docteur es sciences , professeur au col- 
lège de Pézenas , 
M. A. E. MoRBL, capitaine au corps royal d'artillerie. 
Et M. QuERRET , professeur de mathématiques trans- 
cendantes à la faculté des sciences de Monfpellier; 



J HÉORÈME. Si des forces , au nombre de n ^ agissant sur un 
même point O de tespace , sont représentées , en intensité et en 

direction y par des droites OP, , OP, , OP, , OP„, issues de 

ce point, le centre M des moyennes distances des points P^ , P, , 

P, P„ sera un des points de la résultante de ces forces ; et , si 

cette résultante est représentée en intensité et ipn direction par 
OR , on aura OR=nxOM. 

Démonstration, Trois d«5 démonstrations que nous arons reçues 
S« ressemblent pour le fond. Dans toutes on ti rapporté le système 
à trois aies rectangulaires passant par le point O ; seulement M. 
Sarrus a fait passer l'aie des x par le point M ; et , comme il en 
r&ulte quelques simpliGcations , nous adopterons un pareil choix 
d'aies de coordonnées. 

Soient alors (jr, ,/,,«.)»( ^« ./.i ^» )» ••- ( *«»/«»«»)' 
les points que nous avons désignés par P, , P, , .».. P^; on aura 
d'après la situation de l'aie des z 

r.-hr.-hri+ +r»=o » , 
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Soient ensuite X, Y y Z les coordonnées du point R : si l'on dé- 
compose la résultante OR suivant les trois axes , X , Y , Z eu se" 
iDut les composantes , et l'on devra avoir 

Y=/.+r.+ri+" +r«. 

Z=z,+z,+z,+ +z, ; 

«1 aura donc aussi 

X=îO , Y=o , Z=/i.OM 
la T^ultante OR est donc dans l'axe des z , et passe ainsi par le 
point M; et l'on a de plus OR=z=n.OM (*). 

M. Lenthéric observe , comme l'avait déjà fait M. Gerono à qui 
l'on doit le théotème que , quelle que soit la position du point 
O t dans l'espace , la résultante OR pa;fsera toujours par le même 
point M. . ^ 

II remarque encOTe que , si l'on a un tétraèdre OABC , et qu'on 
joigne par une droite OM le point O avec le centre M des moyen- 
nes distances des trob points A , B , G , la longueur OM sera di, 
rîgée suivant la diagonale OR du parallélipîpède construit sur OA, 
OB , OC y et sera le tiers de la sienne. 

'M. Querret a suivi un autre tour de démonstratioa. Il remarque 
d'alwrd que , dans le cas de deux forces , la vérité du théorème est 
manifeste , puisqu'il n'est alors que le principe du parallélogramme , 
énoncé sous une autre forme. Il .démontre ensuite que , si ce Uiéo- 
lème est vrai pour n force , il sera vrai encore en introduisant 
une QOUTelle force dans le système , ce qui est également sans dif- 
£culté , et il en conclut que ce théorème est Vrai quel que soit le 
nofiibre des forces. 

{*) Vojci âtuii la pige 3i4 du précédent volame. 
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7^ 

QUESTIONS PROPOSÉES. 

Problème d Optique* 

XjoRSQUE les rayons solaires p^iièlrent obliquement dans une 
tasse de porcelaine blanche, il se forme, au fond de la'tasse, unt 
caustique bien prononcée. On propose de trouver l'équation de 
cette courbe. 

Prohlèmes de Géométrie. 

I. Etant données les deux estrémités d'une droite que quelque 
obstacle situé entre elles empéctie de tracer , ainsi que les deux 
extrémités d'une autre droite que quelque obstacle âlué entre eJleS 
empéclie également de tracer ; cotistruire une droite qui coulieanç 
le point de concours de ces deux là, en n'employant, s'il est pos- 
sible, que la règle seulement ? 

II. Etant données deux droites que quelque obstacle empêche de 
prolonger jusqu'à leur' point de concours, ainsi que daux autres 
droites -que quelque obstacle empêche également de prolonger )us> 
(Jn'àleur point de concours; construire, un des points de la droite 
qui }oifldraît le point de concours des deux premières au point da 
concours des deux dernières » en n'employant , s'il est possible , que 
hi règle seulement ? 

Théorème de Combinaisons, 

SI un polyèdre régulier a m faces de n côtés chacune , on pourra 
appliquer m couleurs diiférent^s sur ses faces d'uu nombre de ma- 
nière' exprimé par - . . 

..i.a5.<.i....fm-a)Cm*r-0 ; . . ■• , / ' 
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GÉOMÉTRIE DES SURFACES COURBES. 

Ihéorèmet aur Thyperholoïde à une nappe et sur la 
surface conîque_ du second ordre j 

Par M. L. F. MAcaïus. 



5. I. , 

OoiT nne liyperi>oloïde à mifi nappe rapportée à ses axes et àoor- 
nëe par l'^uation 

On sait qne cette surface peut , tout aussi bien que le c6ne , élre 
CDgeodré par le niouTement d'une droite. Prenant d<Hic pour les 
^nations d'une gën^ratrice quelconque 

x=mz-\'gt y:=nx+à j (K) 

noos exprimerons que cette génératrice est sur l'byperboloîde en 
exprimant que l'équation en z résultant de la substitution des vio- 
leurs (K) de :r et ^ dans (t)', laissent cette coordonnée indéter- 
minée. Or, cette équation est ~ ' 

on bien 

de sorte qu'on doit avoir , & la fois , 
Tom, XVlf n." U, I." août j8a5. 5 



i^ïï^ 
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34 HYPERBOLOICE A XJNE NAPPE 

l^mg-^*nh =o y > (2) 

Si l'hypèrboIoïJe n'est pas de révolution , ses deux demi-axes 
traosTerses a ex. b sont inégaux. Soit a le plus grand des deux ; 
et considérons , dans le plan des xz , les 3eui droites données 
par l'équation y^o combinée avec la double équation 

droites gue nous nommcrQns lignes Jhceles y à raison des proprié- 
tés que nous allons démontrer leur appartenir , et qtiî se confon- 
draient toutes deux avec l'axe des z , si l'iiyperboloïde était de 
rérolution. Si nous désignons pas p et p' les angles que fait la 
génératrice (K) avec les deux droites (F,F'J , et par y,y' les sup- 
■ pi^mau de ccc angles , nous aarons 

^ ^ — /ci+m'+i.'X'''+fO 
C05.g^=— CoS^^=:-P — . ■ — - . 

£a .chassant d* de ces formules^, au mojen de, la première des 
^uatïons (2) elles deviendront 

Cos.» S-'-CoK.^ ssT-at. ■ / ' ..'.-^.i/.'. î. ■.,',:.,-r=rr , 

_ . , -, , . l/*'+c»-«n/S^^^ 

De là on couclura 
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Sin.g s=Sta.g — , ■ -= •■ , 

r » l/(oH.e.)[<i.(J.+£.)+m.«.(..-S.)] 

et par suite 

qnantit^ constante , puisqne m n'y tnXie plus. En outre , la tan- 
gente de l'angle des asymptotes de la section de l'byperboloïde' 

qui contient les lignes focales <!tant -H , son cosinus sera "+" >: 

* ^ — e'-~^' — c*-+a»' 

de sorte qu'on a ce tb^orème : 

Zû somma ou la différence .des deux angles ^ue fait ia ^roile^ 
génératrice de VhyperholoKde à une nappe dans toutes ses positions ^ 
açec les deux lignes focales de celle surface est constante , et égale 
à l'angle des asymptotes de la section faite dans FhyperboloSd» 
par le plan <]ui contient ces lignes focales. 

Si , au lieu de considérer l'hyperboloide , nous eussions tx/sx^— 
déré la surface conique du second ordre donnée par l'^uatioD. 

b*c*x*-\-a*c*y* — o'i'z*=o , 

dont les lignes focales auraient toujours ^té déterminées par la doi^ 
We c'quation 

le calcul aurait é\Â eiactement le m^me j de sorte qu'on a aussi 
le ihëorème suÎTaut : 



y Google 



36 ELLIPSE ET HYPERBOLE 

La somme ou la àiffirenee des angles tjue fait la droite géné- 
ratrice de la surface conique du second ordre , dans chacune de 
ses situations , Oi'ec les deux lignes focales de cette surface est 
constante et égale à tangle des deux droites ^ui résultent de la 
section de cette surface par le plan des lignes focales. 

Si l'on conçoit une sphère , de rayou quelconque , ayant son' 
centre au sommet ou centre de la surface conique , les deux nap-' 
pes de cette surface détermineront sur la ^hère deux courbes fer- 
jaée% , égales et opposées , et les deux lignes focales perceront celle 
sphère en quatre points , situés sur la circonfércoce du grand cercle 
qui coupera les deux courbes en deux parties égales. Ces points 
diviseront cette circonférence en quatre arcs dont les opposés se- 
TOBt égaux, et les milieux de ces arcs seront symétriquement situés par 
rapport aux deux courbes, dont ils pourront être considérés comme les 
centres sphériques. En ne considérant que l'une des courbes et les 
points de son intérieur par où passent les lignes focales de la sur- 
face conique, on pourra appeler cette courbe une ellipse sphéri' 
ifue , dont ces deux mêmes points seront les foyers. On pourra , 
BU contraire , ne considérer que les parties des deux courbes les 
plus Voisines l'une de l'autre , et appeler l'ensemble de ces deux 

parties une hypertaJe sphéri4pte , laquelle aura ipoue foyers les foyers 

des deux courbes les plus voisins de leurs sommeu. En appelant^ 
en . outre , rayons vecteurs les arcs de grands cercles qui joignent ■ 
.les.diBërens points de l'une ou l'autre courbe à l'un des qualj^p 
foyers, on aura les deux théorèmes suivans : 

La somme des deux rayons vecteurs des différens points d'une 
ellipse sphériijue est constante et égale à la longueur du diamètre , 
de cette courbe qui contient ses deux foyers. 

la différence des doux rayons pecieurs des différens points d'une 
hyperbole sphérique est constante et égale & la longueur du dia- 
mètre de cette courbe, qui contient ses deux foyers. 

Si , le centre de l'ellipse ou de l'hyperbole sphérîque restant 
fixe , 011 conçoit que le centre de la sphère s'en éloigne continuel' 
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lement * en suivant coDstamaieat la direction da rayon qui passe 
par ce point , la surface de cette sphère tendra sans cesse à de- 
venir plane » et le deviendra en effet , lorsque son rayon sera de- 
venu infini ; mais alors les rayons vecteurs des deux courbes de- 
viendront des lignes droiteis , de sorte qu'on parviendra ainsi aut- 
propriéte's de l'ellipse et de l'hyperbole ordinaires , lesquelles ne 
sont ainsi , comme on le voit , qu'un cas particulier des proprié- 
tés de l'ellipse et de l'hyperbole sphériques. 

s- II- 

Soit (x',y'tZ^ un 'des points dé U surface conique donn^ pu 
l'^uation 

le plan tangent (T) à cette luiface en ce point aura pour ^natïo» 

h'c*x'x-^*c*y'y—Hi*h*z'z=<i ; (T) 

il touchera dailleurs la surface conique suivant une génératrice (G). 
- Conduisons- présentement, par cette génératrice et par les deux 
lignes focales (FyF')^ deux -plans j(V,V'') que nous appellerons- 
plant secteurs ; l'équation commune jk ces deux plans sera 

en désignant par , 9' les angles diidrés que forment ces deux 
plans avec le plâù tangent^ on trouvera . 

y^[a'gfy^»''»<'»^'»'t/a*— ft»]V/(a'-^')(*'-H'> 
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38 ELLIPSE ET THYPERBOLE SPHÉRIQUE. 

Or, le point (x'j^, x') étant sur la surface conique, on doit avoir 

Substituant, dans les dénominateurs de Cos9 et Cos.9', la valeur 
de j^' tir*fe de cette dernière équation , on trouvera , en réduisant', 



+eos.9=XCo9.0'= 



-'fy\ 



a*li'+e')e"—c*la*—6')x'^ ' 



les cosinus de ces deux angles ne difH^rant ainsi que par le signe, 
i) en faut conclure qu'ils sont supplément l'un de l'autre, de sorte 
qu'on a ce théorème : 

ie p/an tangent à une surface conique du second ordre divise 
en deux parties égaies deux des'qùatre angles dièdres formés par 
/f T deux plans pecteurs de la ligne de contact ; à'oii il suit que 
les deutc angles dièdres r'estariïs sont partagés en deux parties éga- 
les par le plan normal conduit suivant la même droite. 

Donc aussi : L'arc de grand cercle normal en Fun des points 
dune ellipse sphirique et Tare de grand cercle tangent en l'un des 
points dune hyperbole sphérique portage en deux parties égales 
t angle formé par les deux rayons vecteurs de ce point. 

Après être parvenus aux llieorèmes que nons venons de démon-' 
ti'ér; nous avons chercha si déj& ils n'auraient pas été publiés par 
d'autres ; et nous avons rencontré ( Nova acia Petropolitana 
hrm. III ) un mémoire Àe Foss où il est question de la courbe 
qui est le lieu des sommets des triangles sphérique& jnyaiat. base; 
commune et la somme de leurs deux autres côtés constante. Il 
suit immédtitemem de nos théor^«9 que celte courbe n'est autre 
chose que l'intetseeiioii -de. U-^Vre avec une surface cofiîque du 
second ordre aj'ant même centre qu'elle ; et que celte courbe est 
aussi le lieu des sommets des triangles sphériques , ayant base com- 
mune , fhias lesquels la d^fierençe d«s 4euj: aat^ c^tÀ est coqs- 
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SOMMES DE PUISSANCES DES SINUS EX COSINUS. 39 
tante , ce que Fuss n'a point remarque'. Il est en outre aisé de 
voir que cette courbe est une des lignes, de courbure de la sur- 
face conique , l'autre étant là' droTle g^ne'ratricé (*). 

Berlin, le 19 mat 1825. 
■ - - .to'J 

TRIGONOMÉTRIE. 

Recherches sur les som/nefi de puis^ancçs. semblables des 
sinus et cosinus des divisions de la circonférence ,• 

Par M, Lenthérig , docteur fcs sciences , professeur de 
mathëmatiqpeâ . et de p)]ysic[ue au collée- royal dp 
Montpellier. . . 

\Jv sait que , k énsai un nombre entier positif quelconque , on a 

rCo3.^+ï/nSin.^Y±:^Cos.iic»+v/ZTSia.2AtiT=i j 

d'où il suit qiïe les m racines de r^aaii«a' x" — 1^0 sont 

(*) Suivant U rema^ue qui a ëië faiie ( tom. XV , pag. 3oa ) , au problème 
éont il vient d'être question, rëpon>) n^cesiairement i cet autre problème; QutUe 
eit Vtnvtloppt dtt baser âi foyi /m irianglet sphirj^up ifui ont l'angle au som- 
mtl commun ^ et dans Usquets ta sonime ôtr-la ^tfféTrnre désBeux autret angles 
eit constante. Sa réaolulion se rëduit k ce qui suit : cherches le lieu dei (om- 
meU dei triajiglei iphërique* ajant base commune ae terminant aus pôiea des deux 
ciléi de l'aAgie au sommet âànt il s'a^, et dans lËstpeli la sonime dea deux 
antrjpt eètét ^tok épiëk un» citcéùtétnae ewlaa-l» aààokà cdnaMsdsf ddux 
-inglcf dont il a'^i «a }mt «M* l^iipitif U Ai^ifitmp ^ef :d«wt ,aulrff .c4l|Çt 
•oïl égale It, l^ diS^ttof^ ;^ cçfjd^uit fat^t- nngle» ; ;«, <W .li^.l*|.'ï'fi"î' 
lopp« demandée. ..... 

■;■■'*' ■ , '■ ■ ' . ' y. b.'Gf' . ; 
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SOMMES DE PUISSANCES 



Cos. — +(/=;Sm. ^ , \ 

Cos. — 4.i/:rïSin. —, 
-■"• II» ' ' I» 

Cos.5;+/=7SÙ.. -, <■> 

m ' ' -m 

Cos. t-v'^TSin.— — , 

donc , .en rerta in même th^rème , les r."** puissances de ces 
racines seront respectivement 

Cofl. — +i/^ Sin. , 



Cos. .i2l+y'— Sin.i^ , 



Cos. ±^+/=:7Sin.— 



W 



/ 



Mais, d'un antre côté, le théorème de Newton sur les sommes 
de puissances semblables des racines d'une . équation quelconque , 
prouTe qne la somme des «.■• puissances des racines de l'équa- 
tion s''-^i=:=o est égale & m^ ou nulle , suivant que n est ou n'est 
pas multiple de m ; donc , en supposant n<m , la somme des fonc- 
tions (3) doit être nulle , et couséquemmeot la partie réelle et la 
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DES SINUS ET COSINUS. 4x 

partie imaginaire de cette somme doirent sëpaftfment s'anéantir. On 
a donc , pour fl<m , 

Cos.— .2û>+Cos.3 ■ — • .aw-4-Cos.3 — .3ia-\r.',..-\~C<a.m , — .210^0 , J 

Siu. — .2û»+Sin.2 — .2<<)+Sin.3 — .2»-4-....4-Sin.m. -^,2w=o ; 1 
m ' m m m 1 

c'est-à-dire , 

La somme soit des sinus soit des cosinus de fous les multiples 
d'une fraction quelconque de la circonférence , à partir du sinus 
ou du cosinus de cet arc lui-même , jusqu'à amant de fois cet 
arc qu^il y a d'unités dans le dénominateur de la fraction dont 
il s'agit ^ est constamment égale à zéro. 

Si, en particulier, on avait n^=m, la somme des sinus serait 
encore nulle ; mais la somme des cosinus serait alors égale à m. 
C'est d'ailleurs une chose manifeste , puis^ae chaque sinus serait 
nul, et chaque cosinus égal à l'unitë. 

On sait <|ue , p étant un nombre entier positif quelconque on a 

C05, ';r = ^ j Cos.;.:r-|- ^ Q<y&.( p~:i)x-\- ^ ■ ^ Cos.0-4)x.+.| , 

pourm que Ton s'arrête dès qu'on ne rencontrera plus d'arcs posi- 
tifs , et que , - quand p sera un nombre pair , on ne prenne que 
la moitié du terme qui contiendra l'arc nul. De cette fotmide on 
conclura , sous les mêmes conditions , 

Co..'il = -i-{cos.i2i+^Cos.î!2=2r+i.î=iCos.ïî=«;4; j, 

Gos.'iî.=^ico5.i^+icos.ifc:îï!:4-^-^ c<».ifc^ +...... i. 

ta a''-" ( jni iBia "m J 

Tom. Xri 6 
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4i somme:; de puissances 



Cos.F =— — ÎCos.— i^ — ^— Cos ^ — - — \--i--C — Cos. — ii— îi — y-,...) . 

En prenant la somme de ces ëquations , on aura d'abord , par la, 
pïemière des éijuations (3) , • 

Cos.iîl +Cos.i2i +Cm.^. + +Cos.i=2:. =o , 

m * m ' n ' 'm 

Cm. i*r«i + Cos. i<î=îii + Cos. 2î=2i + .. +c„s. '""'-'>' =o , 

côs. '"'-^"4- Cos.'«î=«l+ Cos. °"'-«-+. +Cos, '""•-«• =o , 



Quant à la somme des derniers termes des seconds membres , il 
faut distinguer dçuxcas, i." ai p est impair, «He sera mille , comme 
les autres , et l'on aura cons^uemmeni, en changeant p en a» ■(■ i , 

(Cos.^)'"^+(Co.^)-4{Cos.:^)-+ ^(c^^)-=o: 

c*est-à-dire , 

5/ , avûnt divisé une circonférence en un nomhre quelconque de 
parties égales , on abaisse de tous les points de. division 4" p^^~ 
pendiculaires sur un diamètre mené par l'un deux ; la somme des 
puissances impaires dun même degré quelconque des distances du 
centre aux pieds de ces perpendiculaires t prises avec leur} signes y -, 
sera égale à zéro. 



(4) 
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PES SINUS ET COSINUS, ^3 

3.' Si y au contraire , p est un nombre pair , les derniers co- 
nnus ' seront égaux à l'unité et auront pour coelEcient commua 






/> en 2/1 

' — 2» an— I M»2 nj-i , 

_ __.__ __ j 

il. &udta donc prendre m foiâ la- moiiié de l'uu de ces coeffîcîens 
et multiph'er le résultat par ■ ■■ — ■■ ou - ^^_^; ; ce qui reviendra a 

multiplier de suite ce coefficient par —^ ; on aura donc 

c'est-à-dire , 

■5"/, ayant Jtfisê une circonférence en ua nomhre fudcon^ue â& 
parties égale^j on alaisse de fous les points de dicision des per- 
pendiculaires sur un diamètre mené par tu^ d'eux ; la. somme des '' 
puissances paires d'un menu degré quelconque des doubles des distan- 
ces du centre aux pieds de ces perpendiculaires sera égale à la même 
puissance du rayon , prise autant de fois que la circonférence aura 
dû points de- division et multipliée ensuite par autarU d unités qu'on 
peut faire de produits dij^rens de moitié moins- de facteurs qu'il 
y a ^unités dans texposant de la puissance , acec autant de fac~ 
teurs que cet exposant a alunites. 

On sait 'aussi que, quelque soit :r , on'a 
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U SOMMES DE PUISSANCES DES SINUS ET COSINUS, 
fsin.*)" =4.-ji^Scos.4ni _ .^Co5.(4ij— 3)1+-^.^^ Cos.(4b—4)x— ......', 

(sin.iY"*'=+ -^ |sb.«n+i);r— *2±:Sm.(4fl_i)jr+i^'.-t. Sln.(4a— 3);i:— .j, 

(Siii.:ry"*'=— jj^!cos.(/p,+2>— ^!!±iCos.4/w +*±î.i2±:cos.(4»— a)x j, 

(Bin.^y*'=-^\sin.(in+3)x-^^ Sin.(4n+.)^+t^.t±l Sm.(4n-,)s-.^. j ; 

pourvu qu'encore ici on arrête le dëTeloppement dès qu'on aura 
plus d'arcs positifs , et que , dans les première et troisième for- 
mules, on ne prenne que la moitié du terme qui contient le co- 
sinus de l'arç nul. 

Si, dons chacune de ces formules, on substitue successirement 
pour X , comme ci-dessus , les arcs 



et qu'en ayant ëgard aux formules (3) on prenne la somme des- 
équations r&ultantes , on s'assurera que 



et que 



(.S„._) +(>Sia.i-) 4^.S1,,.-) + '+('S"'.— j =«._.__...-±-. 

ce qui rcYient à dire que ies deux thèorhmes démontrés ci-dessus 
subsistent encore , en substituant aux distances du centre aux pieds 
des perpendicuhires les longueurs mime de ces perpendiculaires. 
La chose était manifeste pour le cas où m est multiple de quatre* 



(7) 
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THEORIE DES PARALLELES. 45 

puisque les perpendicalaires ne sont qae les distaoces du centré 
aux pieds des perpendiculaires abaissées des points de dirision sar 

un diamètre perpendiculaire au premier , lequel passe anssi alors 
par un point de division ; mais elle avait besoin d'être directe- 
temeut établie pour les autres valeurs d» m, • 



GEOMETRIE ELEMENTAIRE. 

Suite de texamen de quelques tentatives de théories 
des paralièles (*) ; 

Far M. Stsim , professeur de mathématiques au gymnase 
de Trêves i ancien élève de l'école polytechnique. 



An Bjédacteur des Annales ; 



JJans les notes dont tous avez bien voulu eorichir. m«ft r^niar- 
qnes sur quelques théories des parallèles, vous Obfeivefl que.jç 
ne m'explique pas sur Iss thikiries dans lesquelles on .consjdère, 
l'angle , avec Bertrand de Genève , comtne iv)e portion ^e sor^ce 
iadëfinie. Je vais tâcher ici de réparer cette oniisàçq. . -. 

Les thé(»its .dotit il. s'agit peuvent s^ .di^Uçr en d^^jt claies: 
dans les. unes, on compare la surfine; angnla^e. à celle,^d'une i>aiidi<! 
. ■•• ■ •''' '' ■ 

{*) Ceù iilit luite li l'article de U page 77 àa pr^ëdént voliitnéi 

J.D, G, 
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46 THÉORIE 

termina par des perpendiculaires à une même droite , tandis que , 

dans les autres , on compare entre elles deux surfaces angulaires. 

Voici , en peu de mots , de quelle manière on cherche à prou- 
ver que la surface indéfinie d'un angle , quelque [petit qu'il soit , 
est toujours plus grande que celle d'une Jsande quelconque. 



Soit BAC un angle arbitraire , regardé comme indéfini , et soient 
AB et DE des perpendiculaires indéfinie^ sur AM. En faisant tour- 
ner la surface angulaire BAC , alternativement et dans le même sens» 
autour de ses deux côtés ^ à commencer par AC, on pourra la r^ 
péter tant de fois qu'on voudra ; et il ne faudra le faire qu'uit 
nombre fiIftS » de fois pour couvrir ou même pour excéder la sur . 
Uce engutbiré indéfinie BAM. Mais si , au contraire , on fait tourner 
la bande' BADE, alliernativemcnt ei'dans le même sens autour de: 
ses detix côtés AB et IME, en commençant par ce dernier, quel- 
que nombre fiWtâC! fois qu'on répète celle <^ration, on ne par- 
viendra jkmftis à couvrir cette mène surface angaIaire<BAM; donc, 
com;rut*ôn,'n.BAC>riiBlADEî donc aussi BAC > BADE; ce qu'il 

faUajt^^rpuver. ._ ^ __ ^ 

Examinons pçésenteinent si ce raisonnement |>eut être admis. 
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M N 

' Considérons on secteur circulaire BAC » de rajon 'rariable , et 
tin rectangle PMNQ , de base constante MN et de hauteur variable. 

La surlace du secteur sera -w [ -^7- j. AB , et celle du rectangle 
MN.MP. 

Supposons maintenant que l'on fasse croître le rayon AB sui- 
Tant une progression dont la raison soit 2, et la hauteur MP du 
rectangle suivant une autre progression dont la raison soit 4 i ^ois 

ten."*- secteur aura pour expression vr( -r^ j. AB.3*", et l'ex- 
pression du n."** rectangle sera &iN.MP.3'". En divisant la dernière 
surface par la première, on trouvera, pour jepr rapport,. la quan- 

/ 36o \ MNJOP ; , * , , , , 

tue constante ( — — ■ j. — =—- ; et rien n empêchera de prendre A 

ou MN de manière 'que le rapport devienne égal à l'unitë et même 
plus grand. Or, si l'on suppose n infini., le n."" secteur devien- 
dra une surface angulaire indéfinie ,. et le n.°" rectangle deviendra 
une bandç indéfinie ; d'où je conclus qa'une bande indéfinie peut, 
dans certain cas y être 4gale à une surface angulaire indéfinie ^ 
ou même être plus grande (*). 

C*) Tout le moiule tombe d'accord, et M. Stein'loi;iqéme, sao* douI«,t que 
li éeus mobiles , partant eniembif: d'un même point , parcourent une mËme 
droite', dïD» le m^ne •ena, l*un d'ua mouvement udiforjDe et l'dutre d'un mou- 
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Ce résultat, qui. ne saurait être nié, est en contradiction ma- 
nifeste avec les conséquences de la démonstration que nous avons 
rapportée; cette démonstration est donc nécessairement vicieuse, paiS' 
qu'elle tend à établir, en général, une propriété des surfaces an- 
gulaires et des bandes indéfinies qui n'a pas lieu sans restriction. 
On voit , en effet , que t exactitude du théorèrpe dont il s'agit dé~ 
pend essentiellement du rapport qu'ont entre elles les dimensions 
variables des deux sur/aces tjue l'on compare y rapport dont on ne 
faurait faire abstraction , bien qu'on suppose les surfaces inlinies. 
Il faudra donc, avant d'employer la démonstration de Bertrand, 
se bien fixer sur le rapport que devront avoir, et constamment con- 
, server leç côtés de la surface angulaire et les hauteurs de la bande. 
Mais alors la démonstration est encore à créer ; et comme, en sup- 
posant même les surfaces infinies y ir faudra raisonner 'sur des (igu> 
res d'une forme déterminée , on ne parviendra probablement pas 
au but sans être contraint d'emprunter , du moins implicitement , 
quelque chose de cette théorie des parallèles qu'on avait, au con- 
traire ,^ en vue d'établir (*). 

vement nniform^ent tccéUté ; qiielqu* grande {|ite Mît II vitesw conitanle du 
premier, et quelque petite 'que loit la fof^e accélératrice qui «ollicite le «econil; 
au boBi d'un iolervâUe de leinps fiai et aMÏgnable, celui-ci parviendra ÎDévila- 
blement b derancer l'autre ; de lorte que l'espace injifini parcouru par ttffet 
d'un mouvement uniformément ùcdUré ett plut granà yuc Fespact indffini par. 
■couru par Veffat dun mouvement unlformf. Cependant , un raitonnement tout 
pareil i celui de M, Siein tendrait i infirmer celle prop»sitîon. Or , ce rai(oi>- 
nement peut-il tire , k la foîa , fautif ici et eiacl ailleurs f Hou». en appellonj , 
lur celte question , à Mi Stein lui-même* 

J. D. G. 
(*) En adoptant le* idées de Bertrand., dont nous lommet loin d'ailleura d« 
nous dittimuler le* inconvénient , et que Bertrand luï-mème n'a peuLétre ad- 
Itûies qu'en désespoir de caostf ( on pourrait éluder la comparaison des bandes 
aux espaces angolaires , en procédant comme il suit : On Ferait d'abord remarquer 
que l'angle droit vaut lé quart d'un plan, et que L'angle aigu est moindre, et 
. l'angte obtoi plus grand que l'angle droit. On remarquerait ensuite que, si une 
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. Discnutns pràentement les démbiisirations où l'on compare entre 
elles denz surfaces angulaires, 

Ces démonstrations reposent foutes snt cette propoàtion fouda- 
mentale que deux angles sorti entre eux comme les espaces angu- 
laires indéfinis compris entre leurs côtés. Or, il est d'abord facile 
de voir, que cela ne sainraîf être géaéralemeAt 'et rigonreusemeut 
Vrai qu'autant qu'on supposera , tacitement du moins , que ces e&^ 
paces angulaires sont des secteurs circulaires de rayons ^gaux , quoi^ 
qu'infinis. Mals^'alofS toutes les dâftiobstrations qne l'on a appuyées' 
jusqu'ici sur la proposition fondameiitale que iious venons de rap- 
peler'/ ne sauraient être admises sans subir des modifications qui 
sont encore à trouver , et qui ne permettront probablement 
i |ilns de 1«3 rendre indépendantes de la théorie des parallèles. Si, 
'par exemj^e , au lieu de fair» voir que la somme des trois angles 
-d'un triangle vaut deux angles droits, ainsi qu'on l'a fait dans un 
. des. premiits volumes des ^An«/fx,(*), on voulait procéder suivant 

perpendiculaire et tioe obliqac à oDe aiinie draiê pouTÛent be pai «e reocon- 
i^rer, il sfrivcrait celte doabk abfuntîrë qu'on «ngle obtai lerut eotièrcmciit con- 
tenu daiu un ■nglts droit et un angle droit dan* un angle aigu. 

Nom lentooa bieaqu'on o9Ha objectera r'Mur-tpi^Gkamp, ^a'an angle dcoîl peut 
txdàet ua, autre angle drmt d'une quantité mime infinie ; nui* , comme d'ail- 
leun deux angle* droiu peuvent ae conrenir ^rfaitenunt , nous en tiretoai celle 
contëquence , que nouage aerona plua dia Ion tenus. de prouver» savoir iquo 
ceUe quantité , bien qu'iufiiûc doit ttie tépot^ nulle j par rapport à l'aide droit. 

' j. b.c. 

(*) La d^monstfau'oft que rappelle ici U. Stein peid ïtra b^uGoup slinplifi^e, 
.«■.U préientant aîMi^'U tnii-i : ■■ 



tom. xri. 
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la remarque qui vient d'être faite , rcfatlvemetii k. la figure de& 
surfaces apKulaires indéfinies; voici, àpeu près, ce qu'on pourrait 
dire de plus plausible : par un point pris arbîtràirement dans t'în- 
iërieur du triaiigfe ,. décrivons un cercle d'un rayon infiniment 
|[rand , par rapport aux dimensions de ce triangle. On pourra alors 
Xcputer indistiuctemeiit comme cenlr.e de ce. cercle chacun des 
.sommets du triante ;,donC' ses angles pourront être considérés homme 
4es angles .au çeptre, ou comme des secteurs composant ensemble 
le demircercle ; donc , leur somme sera égale à deux angles droits. 
Mais ce raisonnement peut-il eue regarde' comme rigoureux ? OA 
sait fort bien qu'une ^longueur finie disparaît devant une longueur 
inifinie , lorsqu'on ne co;isidèr« que les. rapports des lignes ; mais 
«e n'est point d.e ces rapports,, mais des , propriétés des .angles qu'il 
l'agit ici, Xe rM^onn^ment quç nous venons d'employer suppose 



- Soient. prolongé* à»M ]« mime mu .ïei (roU cilitA'vn IrUngU T, et wieçif 
A-t B,- CaMaiiglea «iléricur* i cR' nptiticmiiit pu V l'angle droit i op «un 

évidemment ' . . i 

-*+B+C4-rB84B ....... 

ju.i l».frWlon .-jp p.iptilU nqtnérilcjir CM fini et le djnoipiiialeuv inGoï > 4oit 

être léfalie nulle , vU-l-vîi tl« anlrei leraM de l'^usititt) ) dH' totit ^Mr 
' doit «voir linifUmeDt 

c*esl-^d!re qne tû tommi Jtj'çnfiet txlirUttrt iê tout triangle vaut quatre angiti 
iroitt ; A'ob il ot ficilo' ■dr-wndwf ç» -h «Ktmi dt ju onglet intirieurt 
' ta vaut diuSi 

■ 3.D, ^' 
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,donc jmplîciteipent gœ le» angles à'u.Qp .figure ^e d^pèndei^t |^ne 
des rapports des lignes gui ,1a termfneot, et non, de {eur grandeur 
absolue ; pnoposition vraie, mais, seulement comme conséquence du 
principe de siuitlîtude, dont la demcmstration suppose la théorie aes 
paraflèles autérieurauieut étabhc^*^; ~ " 



d'e^Torti et de lenlilivei , on n'ait pu encore parrenîr i démontrer les prqposî- 
jùjOM roqdfPMnt^pf de. la. théorie de* fs^ïU^W d'iyi^^inaçière «atisfaii^nte pftur 
iDut le.,B^Dde ; cfr on a yn Dillrurs t t^i"- ^ > P.^Si, >^>^ ^ H^^ '" ^é^9>)>('^T 
lion» fondât;* «ur l|eaap1oi de l'algorillime ranctioiinel, sur le (n^rite deitjueljei B^, 
^lein. n« «'explique gai , tant çl|es-pi^mçi ■■fjeKcs i des ojbjeciipn»- ai|ei^£rf \ei. 

Lon^'une ^ro'at iodéBaie tourne uir un point d'une «uirc. droite 'jnd^fioîe» 
aàai qailler le pUn gui le* contient ,eMepefit .prendre , ^r tapportli.ce|le>ci, 
dcaz situât ion* principale* tri4:reii>.aT^abIei; luoir : cclleojU.flla^^ coi^ffind ^TCf 
elle , et celle tA elle fait arec .elle ^ ^,f*^ '< -d'aulra ,-.deux jft^'^^igmw. -H 
«t de Mi-mémc niamf«jite qne la première de cca deiix lit^aiiopi cit w^iqoe^ 
et il e«t à pieu prit auMï flair ,ifae l'aube l'eM ^atfiMnt , qu'if e^ .cWr qu'usa 

' uéme- loiigueur ne «aurait avoir deux milieux. ... 

Que si la imita mobile igurne sur un poini .sïtgé hors ^e ,1^ dii^lion del^ 
droite &ie , elle ne pourra piq* *e confondre avec f^je i,.ipai(_tljle (Kiiiiria ,e^ 
çore , comme dam le premier cb*i (aire atec elfe à<s» ^"fi^^'^^*» fiai^fo 
çUe pourra ne point la reacontrer ,, quelque . loin et d^ns quelque lens qn'oo 
la prolonge j et on démonlre irès-Dçttement que chacune, de ces deu.t' sUualioi^ 
est possible. Ifaia, landii qu'on démontré en o^ilre , (r^s-:nfl|ei^njt et tr^. 
brièvement , de la première qu'elle «si unique, on ne pçMt pa|rrejiir. i.le d^ 

' fnonl^er de la secnnde ; c'eil-k-dire , que , tandis qu'on démontre lr^i*l>ien qoe^ 
dans nn ip^aplvnf on ne geitt ^tptr ^u'une.seale àroite par ^jfit ^f^olnt dçnni 
f ut Jatte </«, tatgUt igmtix a^^te une ftutre âroi'ie .donifie ; on ne peut iixmxf 
^n que , .par un p,<fint don/U ho^g' d'une ^i^oUe , on ne peut mener, dont 
ia plan q^i tpvUfjft J.'tm et J'outre , plus, d'une droite qui ne la rencontre pas j 
et c'est en cela que consista loale la di^ctille' de )a. théorie des paramiet. ., 
,., An|si lo^iemps donc qu'on ne fera pas pai venu i, tirer cette dernière |>r^ 
potitifu de [a défiiûtioD de* parsllèles, par uni d^ducjion lo^que ^}gfn\w»^e, 
ÎJ. faudra se Tés^oer jll admettre sans d{fmans(ration soit çètie .propOfil|fi|q,io|tf 
i l'exemple d'EucUdt, quelque auifefropwit^n de laquelle ^^cetle-U,f>ti*i|e.^Cr|« 
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' Il ne m« paraît donc pas 'possible de fonder toUdemenl cette 
théorie snr les principes de Bertrand de Genire ; et ' j'observe- 
rai , en général j sur les démonstrations <jui emploient la consldé» 



déduite. Or , comine , parmi cei dprnièrf i , nom n'en vo^oni ■ncuna , imii en «• 
cepter celle d'Enclide , qui le cède en évidence pvec la propoiilion dont il Vagit, 
nom încltnerion* fort fa lui donner la pre'férepce sur toutei le* autre». Dan* lotu 
Jet cat, if faudrtit, an déplaçant U'diUoiltj, 4viier turt«ut da la rtnifre-plu 

l?»"'- ■ " 

* C*e*t en particutléi' , ea^uî arriverait ù , comme quelqoei- ^oniètrei Vùttt 
propoi^ , dan* ce* àefnttri' temps , i l'eiemple de Camot , on admettait ', tant' 
demonilratioD ï le principe de linulilude. On pourrait, en effet, oppofèr auX 
parliians d» cette doctrine le dilemitie que voici ; où vout n'araa d'autre but 
^ue de faire ditparakre ou dit moioa de dtiguîier la difficulté que préfente U 
tbe'orie desparalIélVf , et alort il UxA que vou^ adnettîes que nette propoiitlont 
Vntjigurw étant- Jonnie , on pmt loujaun m conciio/r une autrt , 4t UlU gran^ ■ 
itur en nuirm ^ ^ui lui s»{t parfaittmtnt lemilaile , é»t plut tiinple et plai 
évidente que celle-ci i Par un mime point âorini , on ne peùt^airt paner qu'une 
seule ^raUfle à une mime droite àùnnie\ et vous' Iroaverei prbbiblemeni pef ' 
de peraonne* de votre aTÏi >ur t» point t o*> bien toui trouves le prihc^e dé '' 
•Imititade d'une telle évidence, que voua n'hé*iteri«pai A l'admettre, comme axiome, ' 
lor* teéme qo'i'nài^penâaminent de ce priucipe , 'la théorie dés ptrallëlei *e Irott- 
sérail Btise toilt-i-fait borâ d'atteinte , er alori vous ■r^(^z détavonéa par bean* - 
coup d« géomhred qui peAsenl'qùei bieri loin dé maliipller les axiome*, oti ' 
doit, au conirairis-, ne rien négliger poUr le* riduire au moindre nombre poi* ■ 
llble, afin do faire , autant qu'it te pourri, de la géoméiHe mie sctence de 
déQnilionset dedéduoiioni logique», ei qui, dir;* cette vue, t^ppliqnenl méin* 
k' démontrer loigneutèment ope multitnd* de prt^tiiioni qui pourraient , à bon ' 
droit , paitèr' pour beaucoup plot rf^ldenlet* que le principe dont il t'agii. 

Rem'arquotu bien en outre que cette proposition : Uni figure étant donnée; 
on peut' toujours en concevoir' unt avtr* , de Itlte grandeur- on voudra', ^ui'-htt ' 
ioU parfaitement ttmMaih ,'fovni (tre'indlillnctenient'vrafe -où' fauise', sui-" 
Tant l'aaceptioD , tria-lîbrp d'aiOenr*, qu'on voudra attacher au mol tèmbtaVéi 
et qu'autii long* lerap* que cehe acception n^aura pas i\i n«Itcment fixée, la. 
propotilhiii. «i tant est qu'elle puis» alors signifier quelque chusv, sera du ntoiii* 
fort' loin d'avoit ce len* précl* qui seul pourrait lui' m^iler de trowêr plac^ 
iftrit de* i6lMenrfda'lâ'«ietlftB'*«uct«par «wellence,- • 
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rarîeik de llnfînî ,. qu'an* proposition iur des tfuantîtis infinies ' ne 
taf/rait mériter notfe assentiment, qu'autant qu'elle est réductible 
û-.tme proposition sur des limites de quantités finies foriaèles. Si 

■ ï! t'en faùt'liien, en'^effet, qa« le loot similitud» i ■tnii que tnâtniit tt 
tompotà MÎeDt d« ■ co inol>:#ur la «gaificaiioD deiquçfs font le monde ctt 
ptrfWtement. d'aecor^ i *^ *!<>■>' oa , puiuf; , coqi^twmniept «t dùpenMi à!tv 
pliquer la aignification ; cV , par exemple, landls que quelquei-uns eqaploient 
fréquenunent le mot teiablablS conm* l'équivalent do mot partit , tl coofon. 
dent ainii , dam leur «prit, la similitude avec l'égalité j dliiitrei^ an contraire 
lrouv«iâ une timilitudt parfaiU entre un objet en relief et dee traita decraj'oM 
■fyUiquéa aui une aarface plane, entre un homme et aon portrait, par exemple. 

Il aéra donc inditpeutable de n'introduire le mot ttmhlahU , dan* Ie> élémen 
de géométrie, qu'aprki eu avoir bien circonacrit et précisé l'acception; et noua 
M vojons, pas trop comment on ■'; jirtndra , ejiconiîdénnt éûi^ut qu'il fau- 
dra en expliquer la leni d^ le début, et de tnani^re 1 te rendra parfaitement 
intelligible i des esprits qui n'auront presque encore aucune notion acquise iitf 
tef propriélés de l'étendue. La chose sera d'sntant plus difficile ^e la no>i<m 
générale de la aimilhode « telle qu'on la conçoit en géométrie y est une notion 
to^rinement complexe, et qui et^lralne mé^ne we infioitfi ,df toi^diiicHis ,,àik 
que les objeu que l'oa compare aonl Urmluët par de* lignes ou des surfaces 
courbes. 

Nous ' remarquerons , & ee sujet , qae la Bunîîre dont on a co|)tum« 
de pràenicr la similitude en géométrie, sans doDIe dans la vue de conserver 
un» plos parfaite tj'm^trie , est vicieuse en ce. qu'elle implîq«e plusieuri théo'^ 
rè.mes. Nobs ne voyons pak pourquoi on ne préférerait' pal dé s'7 prendre -dt» 
la-maniire swvaate : Soient des -points P, P', P" , »».t.. en nombce fini ouinJ 
iîi)i, isolé* )ea uni des ^resi, ou se, .succédant lait} intemption dans l'espace | 
tt soit un point situé d'une manière quelconque par rapport i eux. Soient 
prises sur les droites OP , OB' , OP" , ..»..' des longueurs Op, 'O^, Ôf^' ..» 
qui leur- -soient respectivement proportionnelles , et alors le. système des. poinlf- 

p , ff , p".. Kra dit semblable ao système de points P, P' , P» ..^....Ep 

outre' deux syilèmes d'un même nombre de points (^, Q'jQ'' ...... et ^', y', ^" ,.k 

de quelque manière d'ailleurs qu'ils soient situés dans l'espace, l'iin par rap^ 
port k Tauire, seront dits itmhlabltt »\, par le procédé qui vient d'être indiqua.' 
on peut diM.aire du premier on a^slcme igdl au second, II j aurait beaucoup 
d'^antage à prAenter le principe de tioiiliiude de celte manïlre large qui', in« 
dépendaiBnient ,de sa fonne symrfuique , « r«y«ntage d^ s'impli^ér tuciui tbéotj' 
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donc fin rent dùcuter pn raiçonnement qui porte sur des ^aan- 
fit& infisies , on commeocera d'abord par chercher ,i le Uftr 
jànife .en .un liûsQDDemeQt sur des lioiite?. Par .ce jnoyen , oq of 
jjjiftaqneM .giièEe-Qu -de présenter -la chose d'une manière plus clùie 
fit :|>Ini- rigoureuse , ça d'eu fure ressortit les défauts. C'e^t ainpi, 
mm 'particalîer , qne j'en ai nsë dans la discussion qui pn^cède ^ ei 
je crdts pouvoir affirmer que tons ceux qoi voudront usn de cent 
recette auront lien de s'en louer. '■ 

Agre'ex , etc. 

Trêves, le 20 mars iSaS. 



AiSTALlSE ALGÉBRIQUE. 

JEuai sur tes limites des rwînes des ét^uations liuérates,^ 
far M. L. C. Bouvier , ex-officier du génie , ancien 'élèv« 



de Técole polytechnique. 



\jtA ftnalUtes ,ont donn^ des méthodes diverses à l'aide desquelles 
ondémmiue les limites des racines réelles des équations numé- 
rique} mab il n'est pas à notre connaissance qu'aucun d'eux se 
soit occupé du même problème relativement aui équations littéra- 



rimf. Ç« jCttft pa> II., au urp|us^ le «eul cAté par lequel lei Aemeni pour-' 
raient être amélioras. Mai* on trouve plaa court et plut commode de calquer 
1 peu pria lea traitai Niémen lairei les uni aur le* autre* ; et voili pourquoi , 
tandû qve.tanl d'antre* brandie* de la acîcoce a'ëtendeni et ae liinplilienl aantf 
• cette, le* Iraij^ ^lënientairea 4* g^oioArie ^oot cocore aujourd'hui A peu près 
t«l* Wils étaient, au .temP* d'Kuclide. 
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DESr ÊQTfATIONS' Llt'TÉRALES. ^m 
les. Nona allous montrer cotninent il peut être résolu pour ces der- 
nières » du moins lofsqtr'eHes sont é'un éé^ré ia^air , ou , lors- 
qu'étaat d'un degré p^i c'I^s ont leur dernier terme n^atif^ 

s. i." 

JS^uations de degrés l'/r^ûirA 
Soit r^ation'du 3."* d^nî , sans second tennoj 

Vosons 

x'+px+ç^5Pix^ay i (2> 

a et P étaitt deut ind^rmbiées. H est clair que * . quelles qne 
«oient a et P., tonte yalear de je qni satisfera & l'^natioB (2) , 
lubstiiu^ dans le premier membre de (1) donnera nU' résultat dfi 
iuéme signe que P ; de sorte que tonte Taleur réelle de x , dans 
(i), est nécessairement comprise» quelle qne soit tf , entre deox 
valeurs de x dans (2) répondant à des valeurs de P de signas 
contraireK Tout se réduit dope à. profiter de l'indétermination de 
y pour ïendre cette équation (2) facilement résoluble. 
£d développant , transposant et ordonnant ^ elle devient 

Oc, si l'on posé 

p^taP^ZP" ^ d'oi oK ^^ i \ 

cette équation devieiit 

on , eâ mettant potlr a ss valeur , 
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ce qui donne , sor-Ie-champ , 

£n cfaaDgeftBt P en —F' , cette formnle deTÎ^t 



x^-p'+y^ ^-^'"'-^''"-'' . (5) 

'Ainsi, quelles valeurs positires qu'on prenne pour P et P', les 
Taleurs de x donn^ par les formules (4) et (5) , substitua dans 
'le ' premier menibre de l'ëquation (i)', donneront uÀressairement des 
rësnitats de signes contrûres y et con^)rendront conséqnenunent entre 
elles une racine an moins de cette' '<^natton. 

■Soit , en second lien , l'^ation du 5."* d^r^ , sans second 
terme. 

Posons 

x»4y»*'+7*'+r*+*=.5i»(*'4-tfx+i)'+Ç(^+f)* i (a) 

P, Q, m y iy c ^tant indéterminés, et P et Ç Âant supposés âe 
mêmes signes. Il est clair que tonte valeur de s tir^ de (a^ don- 
nera, par sa substitution dans le premier membre de (i), un r^ 
sulut de même signe que P et Ç ; de sorte que toute valeur r^IIe 
de X dans (i) sera uëcessairement comprise, quelles qae soient 
d'ailleurs a, by f« entré deux valeurs d^ x dans (a) r^Kmdant 
& deux •systèmes de valeurs de P et ^ de signes contraires. Tout 
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se réduit 'donc à profiter de l'indétermination de a , l , c pour 
rendre cette équation (3) facilement résoluble. 

ËQ développant ^ transposant et ordonnant , elle devient 



=0. (3) 



x'—5Pi'—loPa 


ic>—ioPi 


T'-2<ic 


X—hPh 


+P 


■ —SPa" 


—\oPab 


-Qc- 




-Q 


+r 


+' 




+9 







Or f si l'on pose 



~zqc—ioPai+r=5P* i 



ce qui donnera 



, iooP*+aopP' — 3oPQ+5oy Pt-^» 

aooP» 



1 99pP* — 20oP'Q+ aoo^ PJ— I o(5p«— aw) P«+3opPQ— aopjP+pï 



4ooP*Q 



elle deviendra 



dans laquelle présentement on peut regarder a f è , c comme con- 
nus et qui donne 

Tom. Xri. 8 
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En Sonnant donc tour à tour h P et Q , dans cette formule d'a- 
bord dés Taieurs positives quelconques , puis des valeurs nt^gati- 
ves également quelconques, les valeurs qui en r^ulleront pour jr, 
comprendront entre elles une racine , au moins de l'ëquation pro- 
posée. 

On voit} par ce qui précède que, dans le 7."* degré il faa«- 
dtatt poser 

et supposer que les indéterpiinéês P , Q ^ H sont toutes trois po- 
sitives ou toutes trots négatives. On poserait des (^uatioos aua- 
logues pdur les degrés supérieurs. v 

s. n. 

Éçufl/ioitr de degrés pairs. 

En supposant constamment le dernier terme négatif , soit d'abord 
l'i^uatjon du second d^r^ 

a*+ps — fao . (1) 

Posouà 

x*-^px—ç=(j^+ay , (a) 

g iunt une îàdétermin^. H est daîr que tonte valeur dé x tirée 
de cette dernière équation et substituée dans le -premier membre 
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ie (i) donnera un r^altat positif;' et, comme la valeur o donne 
le résultat négatif —y, il -s'ensait qu'il y .aura entre o et la va- 
leur dont il s'agit jjine racine rëelle de l'/quation (i). 

En développant , transposant et r^dui&aut , lV-{uatiôa (a) devient 

p— aa 

de sorte qne , quelque valenr positive ou négative qn*on donne 
à rindetermint5e a , une. des racines de l'équation (■) sera toujours 
comprise entre o et la valeur qui en résultera pour s. 

Soit , en second lieu , l'équation du quatrième degrë 

Posons 

**+/»jr»4^*«-(_r4r—5=(*»4fajr-f *)'+/»(*+£)' , (2) 

a,h tC, P étant des indéterminées. H est clair que > quels que soiçi^l 
ks signes àe a y b y c , pourvu qu'on prenne P positif , toute va- 
leur de X Urée de l'équation (s) et_sub^tituée ^ans le premier 
membre de (1) donnera un résultat positif; et comme, d'nn au- 
Ire- c^é , la sultsiiituUc^, de o dans.ce ^me premier membre doni^ 
le résultat négatif — s , it s'ensuit que l'équation (i) 9iua au moins 
une racine réelle entre o et cette valeur de *. 

Eu développaat , transposant ^ réduisant et ordonnant , l'équa- 
tion (2) devient 
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(3) 



:,^+:>b 


x:\-^Pc 


i-h-h- 


+<•' 


+3<ïi 


+P*- 


■¥P 




,+' 


—1 







En posam 



ce qui donne 









4P+(p'-4?)' 



_ 4flP+(p^-4rH-8'-) ■ ■■'■■'■ 
l'équation (3) deviendra simplement 

dans laqnene présentement on peut regardera > ^, c comme cohiitii> 

et qui donne ' ' " " ' 

" tH-Ptf'r^S . ■ . , ; ■ . - ■;..■! 
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En prenant donc- pour P un nombre positif quelconque , il y aura 
entre o et la râleur qui en ré5ult,era pour x une, racine au moina 
de l'équation (i). , . 

■ Où voit ,'par te qar précd^lei qUe',-pt)Ur le .àxième- degré j'U , 
iiaudratt poser ■ , , ■ . . . . j^ 

=(x*'+ax'-{-hx^y'^p{x'^dx-^ey+q(x-\-fy ; 

et supposer "positÎTes les deux ind^tprintn^e? i^ et ^; ■On poserait 
des équations analogues pour les degrés supérieurs. 



GÉOMÉTRIE ,, Et.EMENT4rB.E.,, 

• Théorèin$& sur îet pt^lygon^i , 

. ', . , .. ■ .. ,:ÇaF. Mf, _C. -C. ÇERpI^'p,; ,,_ .. /.,_ ;; .,.: ,,], 



j. HÈÔRÈME. Si , par un point ' que^con^jue dé Ttspaçe , on cok' 
dmt def droites de langueur ^arhitr^aire ,. respectivement parallèles 
au^^ côtéi d'un polygone' rectOigm f^rmè quelconque , pldn pu gau~ 
cke : 'ce point sera le centre de grayiu aun système de masses 
placiet aust extrémité^ de ces dr^oiles _, .et respectivement propor-r 
jîonnelles aux ' rapports^ des lohgnèuts des 'droites: aux eictrémitès 
desquelles elles se trouvent situées aux longueiirf des,c6tés dû po- 
lygone auxquels ces droites sont parantes, ' \ , . ' 

i)^/7io/ij//W/ol?/Soienl répriîse'ptvs'pa'r F ,,P/'i P''\ ...«"les fibids 
aoot'u s agit, et pat r y r , r" ^ les longueurs d^ droites. aux 
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extr^mità desipellcs ils se trouveot sliii^ ; les longneurs des cd- 

tês du polygoae respët^tTinnem parallèles ,' pourront ^Tidemmeiu 

Être rppr&eni^es par -r, — t^, — r" , ^»tp Aant un poids choisi 

d'une manière convenable. Si de plus on dÀigne par -« , a' , 9." y *>. 
les angles que forment les directions des côtt's du polygone , et 
cons^uemmeot les droites r , r' , /', ..... arec une droite fixe ar- 
iûtraire,onaufa, comme M. Sturm l'a démontre ( tom.XVpag. 3io}. 

P F' P" 

-^rGoSrfi+ — '■ Gos.a'+ — r*Co8.a''-4- «.... =«i) , 

'P , P 'P 

ou simplement 

i'rCos.a+JVCos.«'+P"r/'Co6.a"+ =0 . 

Or\ si lïar le point de départ dÀ droite r,y^t t" , ....on' «en- 
duit un plan perpendiculaire à la droite fixe , cette dernière équa*» 
tion exprimcratqne'la somme des momens des masses P , P' ^ P" , .« 
est nulle par rapport à ce jilan. Maïs , comine la direction de la 
droite fixe est arbitrnire , celle -du p^an Kcst aussi ; dtmc ta sonimie 
des momens des masses P , P' , P'* , ... est nulle , par rapport 
ik tout plan passant parle point de Repart des droites r » r' , i"; .<. 
donc enfin ce pnnt est le centre de gravité de ces masses , coimma 
l'annonce le tlie'orème. 

Pour que les masses P , P' , P'' , .w puissent être égales entre 
elles, ilfaut évidemment que tes longueurs arbitraires r, r' ^r", ... 
soient proportionnelles aux côtés correspundans du polygone , c'est- 
à>dit-e que, si par un point ifuelconque de r espace ^ on conduit des 
droites paràîliles proportionnelles aux côtés d'un polygone recii~ 
ligne Jermé quèlcontjUe ^ plan ou gauche \ ce point sera le centre 
de gratuité, d'un système- de masses égales placées aux extrémités 
ie ^es droites. Ce ' théorème a été déiaoutré par M. Slurta ( tum> 

■XVVpag. 3,T). 

/ 
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Si leâ droites arbitraires r , r' , r" y .... sont d'une même lon- 

gnenr quelconqne , les masses P , P' , P" , devront être éf\- 

demment proportionnelles aux côt^ correspondans du polygone ; 
c'est-à-dvre que , si y par un point queLonçue dt T espace , an con- 
duit des droites égales , respectivement parallèles aux côtés d'un 
polygone rectiligne fermé quelconque , plan ou gauche ; ce point 
sera le centre de gravité dun système de masses proportionnelles 
^upc longueurs, des côtés du polygone , placées aux extrémités, dé 
ces droites. Ce th^rème a été démontré par M. Sturm ( tom. XY, 
pag, 3i5 ). 

Ainsi notre théorème renferme les deux théorèmes de M. Sturm ' 
comme cas particuliers. 

Si le polygone est plan , et que , d'un point pris dans son îut^ 
rieur , on mène des droites qui fassent dans Je même sens des an- 
gles égaux quelt:onqaes avec s&& côtés ; il est évident que, le point 
et les droites demeurant fixes , on pourra toujours faire tourner 
4e polygone sar Isut [dan , de telle sorte que «es côtés derienneut 
respectivement parallèles à ces mêmes droites qui conséqnemment 
pourront être prises pour ceties'dont il est qoestioa dazis l'énoDcé 
du théorème. 

Delà on peut coftclnre , en panicdier, qiUf tin polygooepiaa 
itani circonscrit à un cercle y le centre du cavte sera le centre dt 
granté d'un système de masses pn^ortionaelles aux. longueurs dài 
côtés du polygone et placées respectivement aux' points de contact 
de ces côtés a?ec la circonférence. 

Du chAteçq des TnîlerfM , fc xx anil lîaS. 
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(QUESTIONS PROPOSÉES. 

Théorème d'AnaVse, 

fjn désignant par p et q deux nombres . entiers positifs quelcon- 
ques , on a toujours . ~ ■ ; 



__ p+y p+y— ' p+y— a p+?— 3 

^ 1 ■ a "3 4 

Théorème de Géométrie, 

Un polygone quelconque ëtant circonscrit à nn cercle , et nn an- 
tre cercle étant concentrique à celui-là ; ta somme des produits des 
côtes du polygone par ies quarr^ des . distances d'nn point quel- 
conque de la circonférence du second cercle aux points de contact 
de ces cdtés avec le premier , est une quantité consunte. 
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PROBLEMES D'OPTIQUE. 



OPTIQUE. 

Solution de divers problèmes d'optique \ 
Par M. Gergonne. 



iVpRÈs avoir étudié , dan& deux pr^cëdens articles (*) , les Iot« 
générales qtii régissent les rayons de la lumière , soït dans leur ré- 
flexion soit dans leur réfraction ; nous allons, suirant l'engagement 
^e nous en avons pris , faire l'application de ces luis à quelques 
exemples choisis ; en nous bornant , pour le présent , au cas où 
tout se passe dans un plan , lequel embrasse aussi plusieurs cas de 
réflexion et de réfraction à la rencontre des surfaces de révolution % 
et en renvoyant , pour un prochain article , les problèmes dont 
la résolution exige inévitablement la considération des trois dimen- 
sions de l'espace. . ■; , 

V I. Rappelons d'abord sommairement le théorème fondamental, 
et établissons les équations générales qui s'en déduisent, et qui doi- 
vent servir 3 la résolution des problèmes que nous avons dessein 
de nous proposer. Ce théorème cousiste simplement en ce que : â 
ehaijue trajectoire orthogonale des rayons incidens , il répond totf- 
jours une trajectoire orthogonale des rayons réfractés telle ^ue t 
de çuel^ue point de la courhe séparatrice tfue ton mène des nor- 
males è ces deax trajectoires , les longueurs de ces normales se-~ 



f) Vo^. la f»gt 345 in pr^ëdent rolume «t la pige t,' 
Tom, XFlt B.« ///» I." septembre i8a5. 
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ronf rpsper.tîvemcnt aUn: elles dans le rapport constant du sinus 
d'incidence au sinus de rèjraction. 

Soic'iil donc (/ , a) un quelcoinjue des pninls de la courbe 
séparatrice , {x' , y') et (■*■ , /) les pieds des normalos abais- 
sées de ce point sur les deux trajecloiies ; et supposons que le rap- 
port du sinus d'incidence au sinus de réfraction soit celui de X^ 
à Ai on aura d'abord 

x« v * ^'^ 

De plus , parce que les droites mene'es du point (/ , u) aux deux 
autres sont respectivement normales aux courbes austjHcUes elles se 
terminent , on aura aussi 

(/— x)d4r+(«— j)dj=o , (2) (t~'Xf)dx^~{-(u—y^iiy'==o , (2') 

différentiant ensuite la première de ces trois équations , et aj^ant 
égard aux deux autres, on trouvera en outre 

;;;; — ;;;; i W 

équation évidemment comportée par les trois autres ; mais qu'on 
pourra substituer avec avantage à l'une ou à l'autre des équations 
(2) et (2^) , lorsque la courbe séparatrice sera donnée. On voit 
que , dans ce système d'équations , x , y et A figurent de la même 
manière que a^, y' et >'j et l'on n'aura pas lieu d'en être surpris, 
si l'on considère que, le rayon réfracté étant pris pour rayon in- 
cident , celui-ci devient rayon réfracté , et pice versa. Il en résulte 
que , la courbe séparatrice étant donnée , le problème où l'on 
cherclie la trajectoire orthogonale des rayons incidens , & l'aide de 
celle des rayons réfractés n'est pas différent de celui où il s'agit 
de déterminer cette dernière quand l'autre est donnée. 
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Enfin les coordonnées de nos trois points doÎTent être liées par 
un égal nombre dV-quations en t et u , x et y , j^ et y' , lesquel- 
les ne sont autres que les équations même de nos trois courbes , 
équatious que nous représenterons respectivement par 

5=0 , (4) 

r=o , (5) Ti=o , (50 

la première appartenant à la courbe séparatrice , et les deux au- 
tres aux deux trajectoires. 

Lorsque , cette courbe séparatrice étant donnée , on demandera 
de détrrminer l'une des trajectoires par l'antre , il ne s'agira , pour 
cela, que d'éliminer ou les ^atre quantités t^ Uj x' y y' , entre 
les cinq, équations (i) , (2^) , (3) , (4) * (5') , ou- bien les quatre 
quantités / , », x ^ y y entre les cinq équations (1) , (:>) , (3) , (4), 
f5) ; et l'équation résultante en x et j^ on en x' et y' , sera l'équa- 
tion de la trajectoire cherchée. 

Si , au contraire, il s'agit de déterminer la séparatrice , au moyen 
des deux trajectoires , wi y parviendra en éliminant jr , y , x' ^ y' ^ 
entre les cinq équations (i) , (3) , (2')', (5) , (50 > ce qui conduira 
à une équalion en ^ et u , qui sera celle de la courbe demandée. 
' Quant aux problèmes relatifs à la réflexion ^ on les résoudra h. 
l'aide des mémeS formules » en y posant préalablement A-|~'^'==o> 

II. Dans les applications qui vont suivre , nous supposerCHis cons- 
tamment que les rayons incidens émanent d'un même point , que 
nous prendrons consumment pour origine des coordonnées rectan- 
gulaires. Mous aurons. ainsi les deux équations, 

x'sKo , jt'œo , 

q;ai remplaceront l'éqaation (5^ , ainsi que réqnatîon (sf) , cpû 
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sera alors satisfaite d'elle-même. Nous n'aurons donc plus & nous 

occuper que des autres , lesquelles deviendront alors 



(,_,).+(„_y). _ ,.+». 


(=>) 


h* A" • 


(/— :r)djr+(«--j.)d/=0„ 


(?) 


X» X" ' 


« 



7=0 , (3) 5=îo . (.) 

Si l'on donne la courbe séparatrice , on trouvera la trajectoire 
orthogonale des rayons réfract*^ , en éliminant /et » entre les 
uois équations (a) , (y) , (i). Si c'est , au contraire, cette dernière 
courbe qui est donnée, on obtiendra la séparatrice, en éliminant 
je ei y entre les trois équations (a) , 0) , (i). 

Bien convaincus d'ailleurs , par une longue expérience que , dans 
les calculs t les avantages de la symétrie l'emportent encore sur ceux 
de la simplicité , nous supposerons constamment que les données 
du problème sont disposées , pfir rapport au.z axes , ^e la manière 
la plus générale. 

m. Supposons , pour premier exemple , que la séparatrice est 
une droite donnée par l'équation 

.dans laquelle , comme l'on sait (a , è) est le pied de la perpen- 
diculaire abaissée de l'origine sur cette droite et c U Jonguetir de 
cette perpendiculaire. Nous aurons 

' adt-\~idu=o , 

an mt^en de quoi l'équation (y) deviendra. 
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«9 



OU bien 



ht—-au^ 



A'»(a)'— J«) 



Elimioant tour à tour u e\ t entre cette équation et l'^atioa 
U Tieiidia t en ayant ^gard à la relation a*-(-3*=£* , 

\ ' A*— V» * 



^u^ac"- 



\'*a(aY~*x) 



et de u encore 



A*-.)=^(.-.)+i;^=?î', 



*»(«-^)=c'(3-5')— 



X'ig(aytg)' 



En prenant tour à tonr la somme des quarrés de ces ' deux demie- 
les équations et la somme des quarrës des deux qui les précèdent , 
on troarera - succ^essivement , en ayant ^ujours égard à la relation 
entre a , b ei c , 
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tirant de ces deux Ajustions les valeurs de (/— a:)'-j-(u — y)' et de 
/'-\-u' , pour les substituer dans l'équation (a) , on obtiendra, pour 
l'équation de la trajectoire orthogonale des rayons réfractés , eu di- 
visant par >' — X'* 

de sorte que cette courbe est une ligne du second ordre. 

En développant et ordonnant cette équation par rapport aux puis- 
sances et produits de puissances de A et A^, elle prend cette forme 

Ajoataot et retranchant tour à tour à chaque membre 

le Siecond membre deviendra un quarré^ dans les deux cas; de 
sorte qu'en extrayant les racines» on trouvera 



Daos ces équations, qui ne sont que deux formes particulières 
de l'équation de la trajectoire cherchée , et dont toute combinai- 
son appartiendra conséquemment à cette trajectoire , les signes su- 
périeurs et inférieurs ne se correspondent pas nécessairement et doi- 
vent être choisis suivant les rapports entre les données, '£u prenant' 
leur somme , il vient , en divisant par AÀV-, 

Or } le {venùer radical exprime la distance de Tun quelconque des 
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'points de la trajectoire à l'origine, i-t l'autre exprime la distance 
du m^me point ' au poiiit (2a , sb) , c'est-à-dire , un point sy- 
m^triquemeur situé avec l'origine ou le point rayonnant , par rap- 
port à la droite st'paratrice ; donc cette équatioo esprlme que la 
somme .ou la dilTéreuce des distances des difierens points de la 
courbe à ces deux points est une quantité constante ; .d'oii il suit 
que ces deux points en sont les foyers , qu'elle a conséquemment 
son centre au poiut (a , ^) , que son excentricité est c et son demî-^ 

axe — £ ; cette courbe est donc une t>Uip$e ou une hyperbole > suir 

Tant que A est plus grand ou plus petit que A'. 

De tout cela résulte le tlie'orème suivant : 

THÉORÈME 1. Deux milieux homogènes , de nature différente , 
étant séparés Vun de Fautre par un plan indéfini , et des rayons 
incident émanés de tun des points de F un d'eux se réfractant à 
la rencontre de Vautre ; ces r.ayons ainsi réfractes seront tous nor- 
maux à une même surface de révolution du second ordre , engen- 
drée par une section conique , tournant autour de la droite _^ui 
contient ses foyers. Le centre de cette -surface sera le pied de la 
perpendiculaire abaissée du point rayonnant sur le plan sépara- 
teur ; ce point en sera un des foyers ; et son excentricité sera à 
son demi-axe dans le rapport du sinus d'incidence au sinus de ré- 
fraction ; de sorte que la surface trajectoire sera une ellipsoïde 
allongée ou une hyperholoï'de à deux nappes , suivant que le pre- 
mier milieu sera plus ou moins réfringent que le second. 

On trouvera , dans un article inséré à la page 229 du XI-°* 
volume du présent recueil , où nous avons déjà démontré cett« 
proposition , les principales conséquences qui en résultent. 

lY. Examinons présentement quelle direction prennent des rayons 
' de lumière émanés d'un même point , situé dans a» milieu ho- 
mogène quelconque, après avoir traversé une lame . transparente^ 
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à faces planes parallèles , d'un pouvoir réfringent diffi^rent de ce- 
lui du milieu dans lequel elle se trouve située. 

Supposons toujours le point rayonnant à l'origiue , soit c la dis- 
tance de ce point à la fui:e de la lame qui en est la plus voisine 
et e l'ëpaisseur du cette lame. Par un rayon quelconque , imagï~- 
uons un plan perpendiculaire aut faces de cette lame ; le rayon , 
dans tout son trajet, ne sortira pas de ce .plan , que nous pour- 
rons prendre pour les plans des coordonnées rectangulairea , et qui 
coupera la lame suivant deux droites parallèles. En prenant tou- 
jours' pour origine le point rayonnant et en rendant l'axe des s 
parallèle à ces deux droites , leurs équations seront 

Soit l'équation du rayon incident 

le sinus d'Incidence sera -^-^^ ; le sinus de réfraction sera donc 



d'où oa condufa pour sa cotangente 



yçx'— >/■)+*'" 



D'un autre côté les équations du point dlmmei^ence seront 
d'où il sflit que l'équation du ra^on réfracté aéra 
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tn combinant cette àpiation avec l'Àjuation y::sc-^â ,■ on tronrera 
pour les coordonnées du point d'émergence 



* m y/iX*-V')-^f.'m* * 



r=^+« i 



et, comme le rayon émergent doit sortii* parallèle au rajon im- 
mergent , son équation sera 



on simplement , en réduisant , 



y-«=m 



VC^'— V')+A»ni» J • 



Or e , qui exprimait la distance de la lame au point, rajonnant , 
n'eutre plus' dans cette équation ; donc la situation du rayon émer- 
.gent est indépendante de cette distance ; de sorte que, si l'on 'fait 
avancer ou reculer cette lame parallèlement à elle-même , la situa- 
tion de ce rayon n'en éprouvera aucun changement. 

Tout se passera donc ici de la même manière que si la lame était 
en contact avec le point rayonnant ; ou , ce qui revient au même , 
tout se passera comme si le point rayonnant était enfoncé dans la 
substance de la lame au-dessous de sa surface d'une quautité égale 
à son épaisseur ; nous retombons donc de nouveau dans le cas de 
deux milieux séparés par un plan indéfini , et nous obtenons le 
théorème suivant : 

THÉORÈME IL Lorsque des royons de lumière , émanés ^un 
Tom. XVL lo 
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même point , sont contraints de traverser une lame transparente à 
faces planes parallèles , ^un pouvoir réfringent différent de celui 
du milieu où elle se trouve située ; ces rayon% , à leur sortie de cette 
lame , sont tous normaux à une même surface de révolution du 
second ordre , engendré par une section conique , tournant autour 
de la droite qui contient ses foyers. L'axe de cette surface est la 
perpendiculaire menée aux deux faces de la lame , par le poi nt 
rayonnant ; ce point en est un des foyers ; son centre est situé du 
mime côté que la lame par rapport à ce même point; fexcentri- 
ciié de la trajectoire est égale à Vépaisseur de la lame ; enfin , 
cette excentricité est au demi-axe dans le rapport du sinus de ré- 
fraction dans la lame au sinus dincidence dans le milieu ; de 
sorte que la surface trajectoire est une ellipsoïde allongée ou une 
hyperholoîde à deux nappes, suivant que le pouvoir réfringent de 
la lame est supérieur ou inférieur à celui du milieu où elle se 
trouve située. 

On trouTera , dans un article inséré à la page 283 du V.* To- 
lume du présent recueil , où nous avons démontré cette proposition 
pour la première fois * et dans un autre article , qui commence le 
XIV.* Totume , les principales coqséquences qui en résultent. 

V. Pour donner un exemple simple du cas où la courbe sépa- 
tatrice est l'inconnue du problème , supposons toujours que les 
rayons incidens émanent de l'origine des coordonnées , et clierchons 
quelle doit être la ligne séparatrice pour les rayons réfractés con- 
courant en un même point (a y è), 

Hqm aurons doue ici 

x=:a f y=^i i 

l'équation (|3) sera satisfaite d'elle-même ; et , en mettant ces va- 
leurs dans l'équation (a), on aura , pour l'équation demandée , 
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;:; — v. • 

en bien ~ 

r{(/-«)-+("-*)') =»;■(/•+»■) 

OU encore 

. (>■— A'*)(/'+B*)4-ai''(j/+*B)=A''('''+^') ; 
équation d'un cercle, que. l'on peut (écrire ainsi 

de sorte que les coordonnas du centre de ce cercle sont 



et son rayon 



On tronreia» d'après ceIa,ponr la distance de soncesœ an ^oâi( 
nyoanant 

A»— V» ' . 

et pour la distance de ce même centre au point (« « i) 

Le jvodoit de ces .deux di^imces étant éfpl m tjaaaé dv rayea y, 



Va 






, 
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et les trois points étant d'ailleurs en ligne droite , il s'ensuit que 
le point de départ des rayons incidens et le point de concours des 
rayons réfractes sont deux points conjugués par rapport au cercle. 
Leurs distances respectives k son centre sont dans le rapport de 
A'* à A* ; de sorte que le point rayonnant sera intérieur au cercle 
et le point de concours des rayons réfractés extérieur , si l'on a 
V<A. Ce sera le contraire si l'on a A'>A. 

De tout cela résulte le tt)éorème suivant: 

THÉORÈME III. Une sphère transparente étant située dans 
an milieu homogène dont le pouvoir réfringent est différent du 
sien ; il existe toujours , sur la direction de chacun de ses diamè- 
tres , un point tellement situé ^ue les rayons yp* en ' épianent , 
après s'être réf^act^s à la rencontre de sa surface , vent concou- 
rir de nouveau en un outre point de ce diamètre. Ces deux 
points i situés (Cun mente càté d^ centre ^ sont conjugués Fun à 
r autre par rapport à la sphère , c'est-à-dire, que le rectangle de 
leurs distances à son centre est équivalent au quarré de son rayon ; 
doii il résulte qu'ils sont^tun intérieur et l'autre extérieur à la 
■sphère. Enfin » leurs distances à son centre sont dans le rapport 
du quarré du sinus d'incidence dans le milieu où la sphère se trouve 
située au quarré du sinus de réfraction dans cette sphère ; ce qui 
les détermine complètement tun et Fautre » et prouve en outre que 
Ifi point rgyçnnant est inférieur ou extérieur 4 A» sphère suivant 
que h pouvoir réfringent de cette sphère est supérieur ou ipféfienr- 
à celui du milieu (*>. 

Ce curieux théorème est dû i M. le professeur Auguste de U 



(*) Lor«qii« le povvwr réfringent de U spUfe ett lupériear à celnL du 
tDtliea, il y a réellement, dam (on iatérienr, v» point tel que le* rajoM 
qui en émanent diTcrgenl^fc leur Mrlie , comme s'ili partaient d'un poifit 
eitériear. Dan* le cas contrrfre , ce sottt du rayon* qrrirant à U sphère , 
dani des directions convergentes vers le premier de ces points , qui y apr^a 
sl^tce Mmpus ï SI surbce , convargent Ters le dernier. 
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'Bire, de GeDère , qui l'a dëmontré à la page 55 de' sa Disserta- 
tion SUT les tausti(fues ; (^ iii-4.' , Genève iSaS ). 

VI. Examinons présentefnent , d'une manière générale , la direc- 
tion que prenaent des rayons de lumière émanés d'un même point, 
après s'être réfractés k la rencontre de la circoaféreoce d'un cercle 
transparent , situé d'une manière quelconque par rapport au point 
rayonnant. Ici , pour plus de simplicité , nous supposerons le cen- 
tre du cercle à rdriglne; et le poinf rayonnant sera (o , h). En 
conséquence , les équations (a'') et (5') , seront remplacées par 
ces deux-ci 

l'équation (4) sera 

d'où 

ia :ii|oyeit de qaoî )es équ^ons (i) et (3) dçrîeudroni. 
X" v« ' 

En réduisant dans I4 dernière , et en Mmplaçant dans l'autre /*+»* 
par r' > on obtiendra en / et u , ces deax ét^uations du premier degré 
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En ajoatant au quarré de la première le (juadrupfe du (fauté do 
la seconde , le terme en iu disparaîtra , et en remplaçant /*-{-2«* 
par sa valeur r' , on obtiendra , pour l'équation de la trajectoire 
orthogonale des rayons • réfractés , 

£n développant et rassemblant les termes aflcctés des m^mt* 
ptiissaoces et produits des puissances de X .ex. )/ ^ cette équatiott 
prendra la fuiuie 

3A'i"{C.j'+i'4-rO(**+/+rO-4'"C^^+i/)} 

Ajoutant et retranchant tour à tour à chacun des deux mem- 
bres de cette dernière la quantité 

ion second membre derieadra un quarr^ dans les deux cas , et 
il viendra t P^ l'extraction des racines quarrées de deux mem- 
bres ... 

Eqnations dans lesquelles les signes supérieurs et fes signes inférieurs 
ne se correspondent pas nécessairement ; et où les uns et les autres 
doivent être pris , suivant les grandeurs et tes signes des" données 
tf , *, r, A et y. 
£a retranchant la seconde de la première , on trouve 
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±xy^,^+^^)lx>^^v—ir>^cI-^^rl+n±^'rv'(,,-<,y+^l■~*>' 
oa encore 

±^^.y^.- ;^f+!r" „-5^f±'-y ;.-«,■+<>-.). 

or, si l'oD prend sï>our foyers le point rayonnant el son conjugua, 
par rapport an cercle , les dtnx. radicffOX du premier membre de 
cette ^nation exprimeront les rayons vecteurs d'un même point 
quelconque de la courbe > de sorte qu'on a le ibëbrème suiraixt ■: 

THÈOBÈME IK Lorsque desraptns de lumière , émanés ^uh ' 
mime point de Fespece , extérieur ou miérieur à une sphère trant" 
parente homogène , sont réfractét ou rèftéchU à V entrée ou à /a 
sortie de cette sphère ; ils derienneni alors normaux à une surface 
de révolution du quatrième ordre,. ayant pour-'aae, la, droite fui 
contient le point rayonnant et le centre- de ■/» sphère,, La iprepsiètà 
caractéristique de cette surface est qut la somme ou ia diffàreneé 
des produits respeciijs des distaneei d' 'M ,difïlrefts points au point 
- rayonnant et à son conjugué par rapport à la sphère , par des 
multiplicateurs conslans , est elle-même une quantité constante. 

Cet élégant théorème est dû à M. Sturm , qui l'a démontré dans 
un article inséré à la page âo5 du précédent volume du présent 
lecueiL 

Nous nous proposions de nous livrer à -beai^conp. d'antres re-t 
cherches encore ; mais l'abondance des matériaux que nous avons - 
à publier nous oblige à leur céder la place > et à renvoyer ces 
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rechercbes pour un autre temps. Ce qui procède suffira dn moins 
pour -monlrer comment tous les théorèmes déjà coddus sur le su- 
jet qui nous occupe peuvent se déduire uniformément de nos mé- 
thodes et de nos formules. 



GEOMETRIE TRANSCENDANTE. 

Démonstration de quelques théorèmes sur les enveloppes ; 
Far M. L. F. Maghus. 



JL'rnv&loppe des cordes qui retranchent d'un cercle des segmens 
^ux t est évidemment un autre cercle , concentrique an premier 
et touchant ces cordes i leur milieu* On sait aussi que l'enveloppe 
des cordes qui -retranchent des seguiens équivalens d'une sectiou 
conique quelconque, touche également ces cordes à leur milieu ; 
mais cette propriété n'est pas particulière à ces sortes de courbes , 
et nons allons &ire voir qu'elle est générale pour (ouïes les cour- 
bes planes qudies qu'elles soient. Nous démontrerons ensuite quel* 
ques autres propositions analogues que le lecteur ne trouvera peut- 
étre pas dépourvues d'intérêt. 

SI- 

ipour éviter les remédiions , nous allons , avant d'entrer en matière , 
établir quelques formules et convenir de quelques locutions qui nous 
seront utiles pour parvenir à notre but. 

Soit 
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l'équation d'une courbe plane quelconque , rapportée à des aies 
rectangulaires. Soient en outre (a , j3) , (c^ y ^') deux points d^ 
terminés quelconques de cette courîte ; de telle sorte qu'on ait 

. l'éqoatioa de la corde qui joindra ces deux points sec» 

En supposant qu'il existe , entre a et a% one relation donnée par 
l'équation 

£fe=o , ■ ' ; - 

réquaUlw ds l'enreloppe de tontes les- otx^e» y==o sera le résuK 
tai de rélimioatioQ des cinq quantités a y ^, af ^ ^ t -j- etiue le$ 
Hx équations 

(«/-«Xj— ^)_(|î'-P)(x-»)=v=o. , 

- II ' ', . ■■-,-■ 

Mais , si l'on ne Tent trouver que le pomt de contact 'de Vmm 
des cordes -«^ntenaea dans yso avec l'eavéloppey il soffiia d'Ai-» 

miner ■=— entre les deux équations 
;.., . a», ■.■■'.* 

Tom, XFL II 
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dr in 

ce qai douoen l'ëqnation 

et de dëterminer ensuite les râleurs de x et de ^ qui satisfont 
«HZ deux ^nations 

t^o , r=o ; ; 

ce qui revient \ déterminer Iç poin) d'intersecdon des lignes ex- 
primées par ces mêmes ^qn&doos. Or , comme la première est la 
corde elle-même, il su&a de coairtruire l'autre «que l'on voit être 
également une droite , laquelle coupera consëquemment la corde 
au point cherché; ce qui prouve, en premier lieu , que jamais l'en- 
Teloppe ne saurait toucher une corde en plusieurs points. 

Or l'équation Vaso est satisfaite » quelle que puisse être la re-^ 
lation V^o, en posante la fois 

(:,.-«= ^ (*-a) , (0 (r^= ^('— . (") ; 

donc r^ation y=6 est cdie d'une drcnte qui joint le point cher- 
ché au point d'intersection des deux droites ( I, i' ) , point qu'à 
l'aTenir nous désignerons par (s). 

Quant aux droites (/, /') > on Tolt qiie.chacdne d'îles est une 
parallèle m«iée k l'une des extrémités de la corde y»a , & la tan^- 
gentè à l'antre extrémité de cette corde. A l'avenir nous appelleconS 
tria/igU fur h corde le .triangle formé par y avec les dciux àwoU 
tes (/, A) ; le point (j) de concours de ces droites en sera dit 
)e sonmett^x. ces droites en seront les côtés.. Ce triangle , joint au 
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triangle forint par la corde et les tangentes à ses deux exttëimt&, 
iorme un paraUélograïqjne dont y est une diagonale. 

s- D- 

Sn^posons qne les aires des segmens retrancha de la conrbft 
jrr=:o , soient constantes et ë^valentes à un ^arré donné «* ; e« 

nous aar<»is 

Substituant ces valeurs dans l'^atîon V-=a , elle deviendra. 

[(/-?)-('-«) ^ ][0'-?M«'-.) ^ J+[(r-^-(— ■) s-]b'-?)-(«'— ) % ]= ''= 

et on Toit aisément qu'elle sera satisfaite par les valeurs de x et r 
^lû satisferont aux deux, équations 

(/-?)-<»-<■) ^ -0'-|»M«'-«) S =to r 

lesqneUe» se rédaïisent simplement & 
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qu'oQ reconnaît pour les équations des tangentes aux deux extré- 
mités de la corde 7K0. La droite Vsso « que oous savons déjà 
passer par le poiqt (s) » pasM donc aussi ^ dans le cas présent, par 
le point de concours des deux tangentes '; elle est donc la deuxième 
diagonale du parallélogramme dont il a été question ci-dessus ; 
elle coupe donc la première y=o en son milieu , et conséquem- 
ment ce milieu sera le point de contact de ta corde y=o avec 
l'enveloppe de toutes les ' cordes qui retranchent de la courbe des 
segmeus équivalens. On a donc ce théorème général : 

Jj'enfehppe des €ordts çui retranchent ^une courbe plane quel- 
conque des segmeTïS équivalens , touche chacune de ces cordes en son 
milieu ('). 



(*) C« théorème pourrait âassi être mks slmplemeat démontré comne il 
■Bit i 

Cootidërooa deux cordM eonsëentiret quelconques MN et M'N' se cou- 
pant CD O ; i:e {toint O sera le point de oentact de l'enveloppe avec U^corde 
MN ; et, à cause de la petitesse des arcs MM' , M^' , les secteurs MOM' , 
MOPC pourront être considérés comoie des triangles roctiIignes,.lesqueb , 
par Fétat de la question , deTroat être équi-raleas. Maie , parce que ces trian- 
gles ont en O un angle égal , leurs aii«B août proportioni^elles aux produits 
des c4tés qui comprennent cet angle , de sorte qu'on dglt avoir 

OM.OM'œON.ON' . 
Soient postf» 

OM'=OM4-^ , ON';=ON+F » 

,> et ■ ponrant être indistinctemeot poaïtilîi on négatifs ; il viendra , em 

•ubstituant. 
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- §. m. .. . ^ 

Supposons , en second lieu » qae les arcs de la coarbe 

sons-tendus par la corde mobile y^ro doirent être tons d'une même 
longueur donnée c ; et posons 



BOUS aurons . . . 

d'oîi 



msia il est eloïr que > et > 4àireat l'^ruiOQir en mènui' temgt f dooe ^ OU 
doit simpleineDt avoir x 

Ôm'=Ôn* d'où OM=0!ï . 

On voit raSme qu'il e*t nullement nfeeuaire poar cela (pe la «oaii» pr*^ 
potée soit BMajettie à la loi de contÎDnité- * 

Ce tbéorème se lie d'ailleurs fort bien aree le 'iaivaiit, démontré par 
M> Dopitt , pour une surface continue on Sitcontinne f . dans ses AppUtationa 
de giomitrie , ( pag. 3a ). 

If'fi^l^pt 4et pians eor^tt fUi' J^fài^Wi def tegmtmi^f^gns â^ina tuf^ 
Jaçt eourbt qutltoaqu* ^ toucht chacun dt ces plans •cordts ^.£<S4« d^g^fiU, 
dd toa ain. ' , . , _. ,' 

J. D. C, "' 
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ta coBsévaence » l'équation V sera ici 









! cette droite doit passer par le poîat {s) de concpnill 
des deux droites {F , i)f il s'ensuit qu'eo dësigoaat pat « et £ les 
coordonnas de ce point , l'équation ^=o pourra prendre la Torme 

Sans la même hjpotfaésc , les éqnations des deux droites (f , 1} 
{irepnc&t la fotme. 

•f dès lors on reconnaît la première pour l'âpiatiM de la droîtr 
«[ni dÎTÏse en deux parties égales l'angle des droites (/ , l)fàe sorte 
ga'oa ft c« tbéwème \ ,^ 
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-' 'JTenpehppe des cordes ^ui souS'tendent des arcs de même longaear 
'd'une courbe plane quelconque ^ touche chacune de ces cordes au point 
«Â elle est coupée en raison inverse des longueurs des tangentes à ses 
deux extrémités t ou , en d'autres termes » le point de contact de 
Tenptloppe avec chaque corde et le point où sa direction est ren^ 
tontrée par hs droite qui dipise en deux parties égales t angle des 
tangentes à tes deux extrémités , - sont des points symétriquement; 
situés par TMpport au milieu de cette corde, 

§. lY. 

Suppoeons encore ^e, <taos U coarbe 

les cordes yso doiveiit toutes .^tre d'une même longaear doniuée 
ê » ooos aurons 

a^4 - r ,-. . .. ,-, 

CD eonsÀ|aenec l'éqaa^on Pc:» deriendra 

{ ut- 1 ' J , ( ■ ' u Sm I 

pr r^tdon de là corâé y==:6 ,. ^tatit ,''',_ „•, ,^ '.. . ,, 

. . . ■<.^-<0(r-«-(r-P)(^==i=<>V"'"" " ^'' 
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il, est visible qtie ces deux droites sont perpeodiculaires l'une à 
jt'-aatre. La droite F=:o , qae oous . savons déjà paiser , dans toof 
les cas , par 1» point de concours des droites (/,/), est donc en 
ontrCr dans le cas prissent , perpendiciUAire sur la cqrde ysso ; d« 
sorte ^u'on a ce théorème : 

L'&u>elùppe àes cordes èguhs , dans »ne /côarht picnf ^ueicon-r 
que 1 touche chacune de xes cordes en .ua point autant distant de 
chacune de ses extrémités yw# h. pied de la perpendiculaire abais- 
sée sur sa direction du point de concours des tangentes à ses deux 
extrémités est distant de son autre extrémité ; ou , en d autres 
termes , le point de contact de f enveloppe avec cha<iue corde et 
le pied de la per pend icùf aire ahûîssée sur sa dtreétion du point 
de concours des tangentes à ses deux extrémités , sont deux points 
symétriquement situés par rapport au milieu de cette corde (*). 

'-■ ■ ■■ -" s.'v. ■■■ ; "';;;;;■ '_ 

StipposoQS enfio que , dans la courbe 

l'angle qne font les tangentes aux extri^mit^s de la corde fz=o , 
,. doit être constant ^ de mai^t^e , que -^ tangente soit une -quanlité 
( t -dooorfe tf7 ootts {tiinsirt alors ... * 

<•) Le problème de i'«Di*l«pIw ■*" tbrAeï ^aie§ ' « iU ftoiftmé k In pv^e 
36 da VIII.* Tolume du présent recueil ; et , bien qu'on Tait restreiut aux 
r , ^.Mçtitnl#!Coniqttttf«eu1enient)» il n'en a étj 4onntf «icaiw ^(uttos <-, f>on pour-'> 
1 ' - " tàlit ^il 'sôït'dïfl^jle ù mettre en dqiurtiott ; inau pàrc^. qu'il exige des ; 
- ^qjjÎDaUoDf'FxrrSine'ntenf ^ Ihfiof^èmis. H serait cvrîeaz de **ir sî le tteo- 

1 r^e*^fl donne ici H. M^nut ne p<:^rrait pas en l^cjlîler I> strfation. 

Au Mirplus PeuTeloppe dont il s'agit a;fant,eD généra) , csmme les caus- 
tiques , des poinU de rebroussement plus ou moins nombreux ,,peuti^re se 
trooTerait-on mieux de chercher d'ab'ord Péquatton de la trajectoift ôrtEi»- 
ffioalo de» cordes égale» ; t'enveloppe en sei-ait alors U développée. 

t ■■ -■.■--■V'-i; ':■■ ■ . \'' .-- -4 J.D.G. 



Digiiized by 



Google 



SUR LES ENVELOPPES. 



il 



fi9 



■:-+; 



toi 



['+(Ë)1 






b<^y]É 



f AU . L - V u»^ _!«»- / dU \ ; ^_^L 

("S-^" / , ayl' d» V ' \d^J~ '( , dy d» Y " 

, (■+d;;?-d:) ' v+d^-dij ,, 

Or , en assignant par m l'angte de la droite ^=o av«c l'axe de» 
jp , on a en génital , 



Tang.i 



\i») ij'^K d-rid. 
kdT^ + ^d^^j 



on ania âoac , dans le cas présent 






Cela posé , soient P , P"' îcï poinls f», (3) , (<i', M i soient C , C 
les centres de conrbore de ces denx points , dont nous snpposerons 
les cootdonniîes respectifs (t , u) , (C, «>;, soient enfin g , Qî 
les milieux des droites PC et P'C ; les coordonnées de ces deu» 
points seront respectivement 



'+(^)'d. 


<l-1 


if 


ir» d. 
d.» 




àii- 


■^-(^d^)' ■ 


'+{zy 




d^ 


AJ' 
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En cons^ence , la droite Q, Q' fera avec l'aie des x m angle 
n dont la tangente tabulaire sera 

• _ .. (n'+»)-(>-l-"0 _ ("— ')— ("'-yi 

Or on a 

'="-— ïi dï • 



laus celle de Tang.n , donnf 



râleurs qui ^ substituées dans celle de Tang.n , donnent 



d-» 


d.f 
drf- 


'+{r.) d, 

d<» d. 
d.> 


■+(^^Jd, 
d-f <W 
d." 



Tang.nFa«— 



On troÙTe d'après cela 

ffTangmTaDg.neo j 
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d'oii il suit que la droite QQ' est perpendiculaire à la droite V=o ï 
et qu'ainsi on a ce théorème : ' 

Un angle mobile invariable étant constamment circonscrit à une 
coxirhe plane quelconque , le point de contact de tenvetopfie ^ tou- 
tes 'les cordes de contact avec tune quelcontjue Centre elles s'oh— 
tiendra en construisant d'abord sut: .cette corde , comme diagonale^ 
un parallélogramme dont deux côtés soient les tangentes à ses 
extrémités i puis sur cette même corde, comme 'côté, un quadrila- 
tère dont les centres de courbure qui répondent à ses deux exirémi- 
tés soient deux sommets» Alors ^ si ^ par le sommet du parallèle^ 
gramme opposé au sommet de T angle circonscrit, on conduit une 
perpendiculaire à la direction de la droite qui contient les milieux 
des deux diagonales du quadrilatère , cette perpendiculaire coupera 
la corde de contact au point de contact cherché (*). 

Berlin , le 19 mai iSsS, 



(*) On a proposé ( tom. Vlïf , p&g. 36 ) de troorer IVquatioii de l'en- 
▼çloppe de U corde de contact d'un angle mobile et învarMble constam- 
ntent circonicrit b une teclion coaùjue ; ce qui a donne à M. Ponceist 
( même volame, pag. soi ) l'occasion de développer sa théorie des polau 
r« réciproques. * 

Dans l'écrit qu'on vient de lire , l'antear « exactement luivi la martlie 
que nous sTons si soigneusement recommandée ailleurs ( tom. VIII, pag. 
tS8 ), et dont nous nous sommet appliqués à donner des exemples tfi di- 
vers endroits de ce recueil ) et c'est sans doute pour cela qu'il a obtenu des 
nftvltats si lélégans. 

/. D. G. 
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ANALISE TRANSCENDANTE. 

' Réponse aux remarques, de M. Stein , publiées à la 
page aSo du XF^ volume des Aonales ; 

Par M. VracEisT , Professeur de mathématiques et de 
physique au Collège royal de Reims. 



Au Rédacteur des annales j 

Monsieur , ■ 

M-JS atteodant que je l'iTte ù l'impression une petite dissertation 
où je crois avoir jeté quelque Jour sur les paradoxes que présépte 
la théorie des logarithmes , je croîs ue devoir pas laisser sans r^ 
pOBse les ol^ectipns laites paçM. Stein aux propositions que j'ai 
avancées dans le n.* 14 du mémoire inséré au commencement du 
XV." tolàme des Annales, 

Ml. Stein regarde l'expression a"' comme étant plus générale que 

a : si cette assertion pouvait être admise , a ne serait pins îdea* 

tîque avec a" ^u'ilfaut bien distinguer de (a") -, Or, il n'y a 

que deux manières d'interpréter a ; ou bien c'est la n.'°* pui^ 
sance de la racine n.*"* de û ; ce qui donne évidemment a, ou 
bien c'est la racine n.™* de la n.°" puissance de a. Dans ce der- 
nier cas , il semble que le r&ultat doive avoir n valeurs difîëren- 
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tes; mais ,' comuie on connaît la racine qui a formé a", on don- 
nerait au résultat de la deuxième opération une généralité que réel^^ 
lement il n'a )>âs « si on lui attribuait toute autre valeur qne a (*), 
Mais , eu -admettant que cette raison ne soit pas jugée suffisante » 
en ' Toici nne autre «jui me parait sans réplique. On a , en repré- 

a . 
sentant par A la valeur arithmétique de a , 

a" =A*i. "=^(Cos.3 — iCT+^/^^;Sin.3 — kvs) i 

Or , ki — est une fraction irréductible ^ en donnant à U toutes 

les valeurs entières possibles , on obtiendra n valeurs différentes 

de a' , ni plus ni moins. Si , ensuite , on met — i la place 

de -, on aura 
n 

m 
a =J(Cos.2 — inT+^'^Sln.a — iw) s 

OT il est facile de voir qn'en donnant k k toutes les- valeurs en-» 
Uères possibles dans cette dernière formule , on n'obtiendra jamais 
que les n valeurs différentes déjà déduites de la première. Il n'est 
donc pas besoin de donner une restriction arbitraire à la défini- 
tion des logarithmes , pour réduire l'exposant à ses moindres ter- 
mes , puisque la formule l'y réduit nécessairement ; ce serait , au 
contraire , tomber dans cet inconvénient que de donner aux exi- 
posans des dénominateurs Infinis , et d'établir arbitrairement qu'on 
ne doit pas les réduire. 
Un autre objection , relaUve aux courbes discontiuues , me pa- 

(•) yojm VAIgèbre de M. Lacboix, n.» 173, 
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Tait encore moins fondt?e que la prtWdente. M. Stein dit que , st 
l'oD faisait d'autres hypothèses que les miennes sur la succession 
des valeurs de :r , on parviendrait à des r^ultats différens des miens; 
que si , par esemple, au lieu du dénominateur 4^+2 on choisis- 
sait 3*, on trouverait, pour la courbe y=za' ^ en suivant mot k 
mol mon raisonnement, une branche composée de parlies continues , 
séparées par des points , du côté des y négatives ; et que , sî l'on 
prenait pour dénoœinateur ay+i , ou ne trouverait riea du côté 
' des y n^atives. 

Avant de répondre à cette objection , je ferai d'abord deus ob- 
servations : la première , que ni la formule 2? ui la formule 4?*^^ 
n'est propre à représenter tous les nombres- entiers. J'ai choisi la 
dernière uniquement parce qu'elle m'a paru plus propre qu'aucune 
autre à faire ressortir les résuluts que je voulais mettre en évi- 
dence. La seconde observation est qu'une série de points infiniment 
rapprochés ne suffisent pas plus pour constituer une ligne, que les 
sommets d'un polygone pour former le polygone. D'un côté comibe 
de l'autre y il faut que ces points soient liés entre eux ; car une 
ligne se compose d'élémens et non de . points ; et cela prouve , en 
passant , que l'on a tort de définir les lignes , comme on le fait 
quelquefois ,> une série de points infiniment rapprochés (*). 

Maintenant, pour répondre à M. Stein, il me suffira de mettre 
en regard son raisonnement et le mien. M. Sfein donne à x des 
valeurs qui ont pour dénominateur commun a' ; il trouve plu-- 
sieurs oMonnées successives réelles : et , sans s'inquiéter si , entre 
elles, il n'en existe pas d'imaginaires , il conclut qu'il y a continuité , 
ou bien les valeurs qu'il donne à x ont pour dénominateur conx- 



(•) On peut tris-bieo d«ifinir la Ilgoe «ne tirit dt points infiniment voi- 
' tins Us un* des autrtt, potirvu qo'on ajoute cette condition qu'il se trouve 
•teujoara ud de cet pointa lur toute droite ïodéËaie menée sur lei/r plan , de 
manière à passer entre le premier et le dernier d'entre eux. 

/. 2>. G. ' 
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man ay+i î il trouve plusieurs ordonD^es successÎTes imaginaires ; 
et , sans s'ïuquiéter si entre elles il n'en existe pas de rëelles , it 
conclut que 1& lieu g^niétFi(|ue est entièrement imaginaire de ce 
côté. Tel est le raisonnement de M. Steîa ; voici le mien : je donne 
k X des valeurs qui ont pour dénominateur 49+3 ; Je trouve les 
jordonnéas successives alternativemeat réelles et imaginaires , et j'en 
«Ottclns ([u'il y a discontinuité. Je -laisse au lecteur à décider de 
quel côté est la vigueur du raisonnement. 

Que l'on veuille donc bien remarquer une chose sur laquelle , 
apparenmMt je n'ai pas assez insisté. C'est en croissant d'une ma- 
uièse coatîniie dans la formule 

i*=Cos.:îA«ra'-4-V^^Sin 2k-mx , 

qne la variable x fait prendre à la variable y des valeurs discon- 
tinues > et cela < ne paraîtra pas très^su^prenant j- tt l'on considère 
que la formule, bien que continue par rapport à x , est, par sa 
nature , essentiellement discontinue relativement & k ; cette quan- 
tité ne devant recevoir que des valeurs entières. C'est cette même 
considération y assez délicate pour échapper an premier aperçu , 
qui , à ce qu'il me parait, rend fautif le raisonnement de M. 
Stein, an n." 12 de sa dissertatioii ( page io5 ); la «[dantité k 
qui! considère étant astreinte à demeurer ^n//^re, même à sa li' 
mite infime; la continuité qu'il suppose ne me parait plus pou- . 
voir être adtnise. 

Je pourrais ajouter d'autres raisons encore à l'appni de mon opi- 
nion ; mais je veux épargner au lecteur l'ennui d'une discussion 
qui , peut-être , ne serait pas & ses ;eux d'une haute importance. 
Je crois cependant devoir signaler l'existence de certaines lignes r 
composées de points situés d'abord à de» distances finies , se rap- 
prochant insensiblement et se terminant en lignes pointillées ou 
ponctuées; et à l'égard desquelles, conséquemment , il n'est plus 
possible de nier la discontinuité ; et les lignes discontinu» se pré- 
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'sentent' alors tout natureilement comme les limites de séries de 
points qui se rapprochent indeÛDÎment sans jamais s'éteindre. Je 
pourrai revenir plus amplement suc ce sujet dans la dîssertattoK 
dont je m'occupe actuellement. 

II ne sera pas sans doute hors de propos de répéter ici la âê~ 
claration que j'ai déjà faite dans les Annules ( tom. XV , pag. 195 ) 
que le fond de la théorie des courbes discontinues se trouve dans 
Euler. Si je l'eusse su plutôt, probablement que je me serais dis- 
'pensé d'écrire sur ce sujet. Mais, puisqu'il en est autrement; on 
' trouvera naturel . je pense , que je m'appuye de l'autorité d'Enler , 
ou plutôt que je défende ses principes , auxquels j'ai été conduit 
par mes propres recherches. 



QUESTIONS PROPOSEES. 

Théorème de Géoméirîe, 

Xjes points. , an nombre ' de m , .-étant donnnés dans l'espace , et 
n étant un nombre entier moindre que m — 1 ; on peoi détermi" 
ner n-f-r points tels que , si, d'un point quelconque de l'espace, 
on mène des droites à ces ffi+B-f-' points , la sommp des (aa)"*» 
puissances des droites menées aux m points donnés soit à La somme 
des (an)"*' puissances des droites conduites aux n-f-i points trou- 
vés f comme m est à «+i* 



y Google 



INTÉGRALES DÉFINIES. 



ANALISE TRANSCENDANTE. 

Mémoire sur les intégrales définies , où. Ion donne 
une formule générale de laquelle se déduisent les 
valeurs de la plupart des intégrales définies déjà 
connues et celles d'un grand nombre (Vautres ; 

Par M. Cauchy , de rAcadémie royale ^e$ scieaces , etc. 



J'ai montré , dans plusieurs nK^moIrea , dont l'an a èié pr&enté 
à l'Institut le 7 norembre i3i4 ', l^s arantages que pouvait offrir 
la considération d«s intégrales définies, singulières , c'est-à-dire., 
prises entre des limites infiniment rappi'ochées de certaines valeors 
attribuéos aux variables qu'elles renferment On peut consulter à 
ce sujet Taiialise des travaux de l'histitut, piîndant l'année t&)4r 
oh se trouve imprimée une partie du rapport d« M. Legendre , 
sur le mémoire que j'avab présenté dans la même année. On peut 
également çonsultei-. uq. ajrticle inséré dans le Bulletin de la société 
pbitomatique pour 1833 , le résumé des leçons que j'ai données 
k- l'école polj' technique , le XIX.* Cahier du journal, de celte écoles 
les notes ajoutées au mémoire sur la théorie des ondes , inséré 
dans le recueil des pièces couronnées par Tlnstitul , enfin un nou- 
veau mémoire sur les intégrâtes définies , prises entre des limites 
imaginaires , et un extrait dé ce mémoire inséré dans le Bulletin 
âes'sciences, d'avril iôa5. 
Parmi les formules générales- que j'ai données dans ces mémû' 
Tom, Xyi, n." IF, t." octobre iSaS. i3 
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tes , Tune des plus remarcjuables est celle qui fournit la Tftlear 
de l'intt'^'rale 



/ 



+" fWdx , 



lorsque la fonciion f(^+ji/^) s'ëvanouit i." pour *aa+;ao , 
quel que soit y; a.*" pour /=eo , quel que soit s, et que d'ail- 
leurs celte fonction conserve une valeur unique et déterminée , 
pour toutes les valeurs de s et de y renfermées entre les limites 

x——fo t *==+» , , x==o t x—oo . 

Si , après avoir cherché les racines réelles ou imaginaires dp 
l'équation 

on désigne par ^ , , s^ , x^ celles de ces racines dans les- 
quelles le coefficient des (/^ est positif, et par f j , f^^'f, , h* 
les valeurs que reçoivent les produits 

.f(x,+*) , .«f(:r.+.) . .f(x,+.),«« 

lorsque t se réduit à ièio\ alors en posant 

(a) A=2wCf.+f.+.f,+....)/=ï (*) 

on trouvera 

(3) /;!^ {cx)di=A . (") 

1/ ""ao . . 



(*) Rànmé , pag. l35 , formnle (i3). 
(**} Rérantf, pif. i36» formule (i4). 
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CVst ce qne l'on , démontre sans peiae , à l'aide' dé Is méthode 
que j'ai «nploye'e dans la o^'"" leçon du calcul infînitésimal. 

SI IVquatiun (i) avait plusieurs raciues égales à f , ; en dé- 
signant par m le nombre de ces racines , et par t an nombre 
ufiiûmeut petit , il faudrait supposer , dans la formule (s^ non plus 



- T a'"-'[.^.F<«.+oi ^ . 

*" ij.3....;.(m-.>' .' (!."-• ' \) 

Enlis, si, dans la racine ir, , le coefficiieqt,d^.,^^^ se réduW 
Sait à la limite des quantitf% posi(ive$,di«roi3santea, c!«st~i-diret 
izf'ro, ou , en d'autres, t^rme^,. si k^racine. x, dflreaait réelle , le 
terme f, , correspondant à cette racine, devrait être réduit à moi- 
tié. Dans .ta même bjpothèee , l'é^jùation' (3) fournirait , non plof 
la râleur générale de l'intégrale 



/ 



+"f(f)dx. 



qui deviendrait indéterminée', mais sa valeur principale ^ c'est-à- 
dire, la limite vers laquelle convergerait la somme 

tandis quel s'approcherait indéfiniment de zéro. Des remarques 
semblables doivent être faites à l'égard de toutes les racines de 
l'équation (i). , , 

O Mémoire sur les intégrales prises entre des limites iinitgiirairei. 
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. Ajoutons que , dans le cas où i't'ijtiation (r) ti des raciues rtVl- 
les, il c^l facile de Iruiisformer la valeur pnucipale de l'iuti-grale 



/ 



+°fM-ir 



qui compose le premier membre' de la formule (3), en une in- 
tégrale défiaie , dans laquelle la fonction sous le sîgney cesise de de^ 
venir inânîment grande , pour des valeurs réelles de la variable x. 

Comme ■ la 'formule (3) fournit les valeurs dline multitude 
d'intégrales dëOntes , il ne sera pas inutile d'en donner une dé- 
monstralion directe. 'La démonstration dont il s'agit sera l'objet de 
la première partie de ce mémoire. Dans 1*8 seconde j'indiquerai 
les applioalions les plus remarquables de tette formule. 

' - Prelnièrt Partie, 

La formule (3) se déduit très-facilement d'un théorème que 
nous allons établir en peu de mots. - 

THÉORÈME. Si l'on désigne par l(x) une fouction telle que 
l'exprcMion fC^^'+^V'--') s'évanouisse i.* pour j:=+;oo , quel 
que soit y ; a." pour /=ao , quel que soit x, et demeure tou- 
jours finie et continue , entre les limites x= — » , x^+oo , j=o , 
j>'=eo ; et si , de plus, on nomme F la limite vers laquelle con- 
verge le produit ;rf(^) , tandis que la valeur numérique de s de- 
vient infiniment grande ; on aura 



(0 



ft-Z K4i^--'f-\/- 



Démonstration. Pour ^tablti ce théorème, nous chercherons , d'a- 
bord la, valeur de l'intégrale 
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Or , gt^néralement , 

(3) ^■f<*+rV^) _ ,— a.fCar+jV^I) ^ 

dy ' " djs 

Si ToD intègre les deux membres de ri<qiiation précédente , par 
rapport à * et à ^ , entre les limites x:z — X, j= | X, r=:o f 
y=jo t OD eo tirera 

puis, en ayant égard à la condition £(*-)-» ^ZIi)=ïo 

(4) y+Jf(x)dr=_^=Ty °[f(A:+^/=7;-f(-Jr+r/=;)]dr . 

St maintenant oo attribue à la guaiitité ^ une valeur très-grande* 
oo aura sensiblement 

(X+yi/=7)fCj:-Hrv=7)=(-j:+j.v/=;)f(-jr+ji/^)=F . 

et f par suite y • 
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Cette dernière ^<^atîon deviendra rigonrease , si l'on post T— ip ^ 
et se réduira dès lors à la formule (i). 

ObseiTOQS toutefois que , si l'intégrale définie 

est du nombre de celles dont les valeurs gAi^rales tonr ind^tei^ 
min^s, la formule (i) fonmira seulement une valeur particulier* 
de l'Int^rale (6) ; savoir , celle <}ui sert de limite à t'iot^gralc (2) 
et que nous avons nommée valeur principale 

Coroi/aire I. Lorsque la quantité désignée par F s'évanoait , l'in- 
tégrale (6) n'admet qu'une seule valeur , qui se réduit à léio , 
en sorte qu'on a 

(7) yi^f.-)*^- 

Aihsi, par exemple , si l'on prend 

^*' ï+^» 1+*' »+*» ' 

on trouvera 

J -. ■- ^- J -. -^- 

et, par suite 
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Corollaire II. Si l'on d&igne par î(x) et tf{x) deux fonctions 
qni , considérées isolement , ne vérifient pas les conditions énon- 
cées dans le théorème ; mais dont la dififérence 

jatisfasse aux conditioas dont il s'agit ; alors en représentant par 

■■ F ■ et ♦ ■ 

les limites vers lesquelles conTergeat les produits 

A(x) et *y(*) , 

undis qae la râleur numérique de la Tariabk x croît de plus ea 
plus > ou aura évidemment 

«t , par suite 



(') La fonnnle (8) a Hi donnée pu M. Laplace. La fonaole (9) wt 
^ridcotc 
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Les intégrales comprises dans cette dernière formule doÏTent en- 
core être riîduitos à lenrs valeurs principales. 

Si la quanlitL^ Y s't'vanoult , on aura simplement 

Corollaire III. Supposons (jiie l'esprcssion 

s'ovanouisse i.* pour x = -^:c , quel que soit y; 2.* pour j'ssw , 
quel que soït x , mais diivicnue infuiic pour un ou plusieurs s^s- 
tûmes de valeurs positives ou m'gativps de x , et de valeurs nul- 
les «Ju positives de y. Alors , pour dt'terminer l'iuLégcale 



r- 



, Kx)ix 



à Talde Je Fa formule (lo) ou (11), il suffira de trourer une- 
funclion ratLonaelle de x telle que la différence 

remprisse les conditions ëiionc(^$ dans Fe ch^orème. £n ciierctunt 
cette fonction rationnelle , et supposant de plus F=o ^ on se trou- 
vera conduit ^ ta formule (3). C'est ce que l'on leconnaît sans- 
peine , en suivant la méthode que nous allons indiquer. 

Considérons d'al>ord le cas où l'expression (lo) devient infinie 
pour x^=a et y=:^ , ^ représentant une quantité^ poûtire ou nullc^ 
Faisons, pour abréger, «+^1/^ = ^, , et désignons par f, la li- 
mite vers laquelle converge le produit (x — x^){{x) , tandis que le 
facteuf :r— X| converge vers zéro la difTércDce 



^w-:^= 



(i-.t,)lt«v-f, 
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DEiFI,NïBS. ; itoS 

obtiendra, en général,, uue valei^r £uÀe. pour -Jt:)Pj:(t..et!Bi'^ «b'- 
tre les racints^de l'cquation . i] .. ■.,(;■ 



la racine x, est la seule dans laquelle le ; i;oefiicîeQt de y'^ )fit 
positif, celte difforencc remplira les conditions énoncées , ijl^s le' 
théorème. On pourra donc prendre 

(.3) . .p»=-^_=^ ' 



Cela posé , on troure i .• 

(■4) *=f. . 

S.* si h est nul 



05)/ ' ,f{^)àj~îfi\n,l ^-f,5iQ.i/r|=iy_o; 

et , si ^ est positif 



Par suite, IVquatlon (lo) donnera, si A est' nul, 

et, si 3 est positif 

(■8) J^ i[s)àx=^m{,.^=:. 



Tcm. Xri. ■>> 
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• .Si è dCTcnait n^altf, on dcTraît prendre y(j-)=o , et l'on au- 
rait , cil coiisi?quonce , 

Poarclablir ïes formules (17) et (i8) , nous avons suppose que 
le prodoit 

(:io) (*-:r,)f(,) 

convergeait vers une limite finie f, }. tandis que le factoar x — ^r, 
s'approchait indeTinimeul de zéro. Supposons maintenant que le 
produit (au) ait une limite infinie, et .qtie , dans la suite 

(^-x,)fW , (:r_;r,)-fW , (*-;r,)'f(,) , „... (x-;r.)-fW , 

le terme 

soit le pcemier qui ait une limite finie. Alors, si l'on pose 

la fonction 4'C-*') '^'^''serTera , en général, une valeur finie pour 
:r=J:^ , et remplira la condition énoncée dans le th^rème. Comme 
on aura d'ailleurs 

^^ ^ *■ '' 1 (»—*■)"-' I.» («—«0™"* IJ„.(in— li «--id 

il est clair qu'on pourcïL prendre 
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£a adoptaat cette Taleur de y(*) , on troaTç» ■ 



♦= 



l.a.3 {m— t) 



«t par cons^tpient réquaiirai (i^) coatiouera de subsister, poarrut 
qu« l'on suppose 

^ ^^ •" ».a3 ...(m— 1) l.a.3 Cm— I) d«*-' 

On trouvera encore , dans celte hypothèse , i.^ lôrs^e i ëtantf 
■ni, les expressions 

a» réduicoQt toutes à z^ro' , 

(20) / ^^ «p(*)d*=0 ; 

3.*' lorsque « i étant nul , quelques-unes des 
obtiendront des r-aleurs dÎJÏ^reniâs de zéro 

(aiS) - /^"^ yC*)«ïr=i 00: î 

3** lorsque i sera positif 
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P^r-saî^* les formnies (17) ei (iS) subsisteront encore > si la 

racine; <le"'t'îî(ïttation(i3)' di?sign(?è\par j^, .CFStuiie racine imagî- 
uaire y dans laquelle le coefficient de \/^ suit positif , ou uue 
racine réelle, pour ta(i]u^le I^s expresiious 

/'"-•V,) , f^-'K',) . /<-"(*.) 

»Vvanouisseiit. -■- . 

Si , dans la racine x, , le coefTicient de (/^ était ne'gatif , on 
retrouverai ' la formule (ig). 

Si l'équation (12) admettait plusieurs racines jr, , x, , x, ', ...., ; 
alors , pour obtenir une valeur de *p(^) propre à remplir les con- 
ditions prescrite*, il suffirait d'ajouter les valeurs de y(x) fournies 
par des équations semblables à la formule (i3) ou (28), et cor- 
respondant aux. diverses ^acines^ Coopérant ainsi, on se trouverait 
évidemment ramené à la formule (3). , 

Dans la seconde partie , je développerai les nombreuses consé- 
quences qui peuvei}t ' être ,dt-'duites de la formule (3). 



TRIGONOMETRIE. 

: Noie sur le problème de la trisection de fangle ; 

Bit m. Qucbrbt , pro/esseur de Mathématiques traDscen-, 
daotes à la. faculté des sciences d<^ Montpellier. 

vJn sait qu'en désignant par a un angle quelconque , on a 

,6in.3(x=3Sin.a— 4Sin'a , 
d'où, en posant, Sih.3a=±ffl et SiQ.ai^x - 
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x*—js-\-im^o ; (i) 

On dëmoQtre ordÎDalrement que cette équation a ses trois racines 
réelles, soit par la considération de la multipUcitë des angles aux* 
quels répond un même sinus, soit en faisant voir qu'elle tombe 
dans le cas irréductible. 

Mais on peut aussi déduire immédiatement cette vérité de la forme 
même de l'équation qu'il s'agit de résoudre. Et d'abord , comme 
elle est d'un degré impair, elle doit avoir au moins une racine 
réelle. 

En second lien , parce que m est un nombre plus petit que l'a- 
mx£ f on doit avoir 

«e qui' donne '"^'C« 

»— 4+7'n>o » — 14-}— ;'n<o; 

or les premiers membres de ces inégalités ne sont antre chose qtie 
les résultats de la 'substitution de ~\~i et ^i à la place de x, 
dans le premier membre de l'équation (i) ; donc, soît que cette 
équation ait. trois racines réelles soit qu'elle n'en ait qu'une seule ^ 
elle doit avoir une racine réelle comprise entre +1 et — i. 

Or tout nombre abstrait compris entre -4"' ®' **^' P^°' ^^^ 
considéré comme le sinus tabulaire d'un certain angle , d'où il suit 
que nous pouvons représenter une des racines de l'équation (1) par 
SÛL a, ce qui donnera la condition 

Sin.'a— 7S!n.a+iw=0 ; (2) 

Or on pent prouver que , l'angle a étant pris de manière à sa- 
tisfaire à cette condition» Sùi.a , Sin.( 7 nr+a) et Sin.(74>--|-«) fe->V 
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loal les trois racines de la proposée ^ ou , en d'autres termes , que 

l'équation (i) sera ideulique arec 

{»-Sin.«){x—Sin.( •«-(-«))£*— Siji.(fc+<,)}=o . (3) ■ 
eu , eu multipliant , avec 



r*^-. Sin.at 

-Sia.(î«HH.) 



^■4- 



Sin.aSih.;-f «r+«) 
-f- Sin.aSin.(f «r-t^a) 

+Sin ( 7 «r+<")Siu.( î«+aj 



a-Sill.aSilI.(<>4«}Sin.(;>^)a> , 



^nation dans laquelle il' s'agit pr^ntemant d'eiik:uter les riduc- 
tioDSi. 

Or, en vertu du.tliéor£lneSin./>-|rSin.jr=aSin.'|-(^v-f-^)Co5.~(^ — ^^; 
on a d'abor-d 

Sio.(f «►f<«)+Sin.(f«r+«;=2Siil.(w+«)Cos. J-ur=— Slh.a , 

an-moyen de quoi le coefficient de x* s'anéantit. On concltu en- 
auite de là 

Sin.«Sin.(f«»4o)-|-Sin.«Sin.(iŒ4-a)=— Sin.'o i; 

i'iin autre cité, parce que Sin,(f <»+«J=-Sin.(7«— «) ,. 

Sih.(i»+o,)Sin.(f o+«)=— S'"-Cî«-|-«)Sin.(|<ir— a) ; 

«u par la formule Sin.(;?-f-y)Sin.(;>— y)=i(Cos.2f— CoiiijB) , 

Sin.(f:<»-H«)Sin.(;.r+a)=i,(Ços.f,i»— Cps.3a); 
OÏL bien. 



«Google 



DE LANGLE, i,i 

Siii.(T«+a)Slo.(*flT+«)=— ;— ^H~Sin.'a=— ï+SiD.'« ; 

an moyen de quoi le coefficient de x se rëduït à — ^-* 
Saftn , d'après ce dernier résuhàt 

Sin.«Siii.( ;-w-|-a)Sin.( j w-f-a)=^Sin.«(| — Sin.'«) 
va encore (2) 

SinjxSIn.( f tT+o()Sin.(iOT4-«)=Sin.'at— JSia^= — yfli 

de sorte que le dernier terme se réduit à 4 m. L'équation rédaite 
eu donc finalement 

jr* — Jjr+Jm=:o , 

c'est - è - dire exactement la métàe ijue' la proposée qui cons^- 
■quemment doit , comme elle , avoir pour ses uois racines , Sin.a , 
Sin.(|w-f-a[) et Sin.(liff+a[). 

Si l'on arait jn=+i ou in=— i;cequi pourrait être ^ l'équa* 
tion deviendrait 

*'— 4-*'+4=o ou s' — ^x— ^=0 ; 

elle serait satisfaite par jr=s4-i' ou x= — i ; on Ituralt donc 
a=^i7 ou a=:^«r; les trois racines seraient donc 

Sin.-jw, Sin.lo, SIa.|v ou Sln.^tr, SÎQ.-^w, SiD.-7-«rî 

ou biea encere 

•f-T.+T.— 1 ott +»i— T.-^i 

c*est-Â-dire que , dans l'un et dans l'autre cas, elle aurait deux 
racines égales. On parviendrait- à la même conclusion en divisant 
l'équation par x—t ou par x+i ; le quotient serait 
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(x—~y^o ou (jr+^y=:o ; 

On pourrait employer le même procédé pour démontrer la réa- 
lité de toutes les racines de l'é^ualioa 

k laquelle conduit le problime de la quintisection de l'angle ; 
mais , comme le calcul est un peu long , nous ne nous y arrête- 
rons pas. 



QUESTIONS RÉSOLUES. 

'Solution de deux des quatre problèmes de géométrie 
proposés à la page 68 du XL' volume des Anoales , 
el de deux autres problèmes analogues ; 

Par feu J. B. Dukrande. 



XjEMME I. Si deux cercles se coupent orthogonalement , c^est- 
à-dire > de manière que les droites menées du centre de chacun à 
ses points d'intersection avec Tautre soient tangentes 'à ce dernier ; 
la polaire d'un point quelconque de la circonférence de tun ^eux , 
prise par rapport à Vautre , passera par textrimiti du diamè- 
tre menée par ce point. 

Démonstration. Désignons par C et O tant les centres des deux 
cercles que ces cercles eux-mêmes , et soît I l'une de leurs inter- 
sections; de telle sorte que CI soit une tangente au cercle O. Far 
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on quelconque P des points de la circonférence de ce dernier cer- 
cle , soient menés le diamètre PK et la droite PC , coupant de 
nouveau celte circonf»?rence en Q. Par la propriété de la tangente 
et de la séante issues d'au même point , ou aura 

CPxCQ=Cl\ 

de sorte que P et Q sont deux points conjugua , par rapport an 
cercle C. Or , si l'on mène QK , l'angle PQK , inscrit au demi- 
cercle , sera droit ; QK est donc une perpendiculaire par Q à CP ; 
c'est donc la polaire du point P, 

LE M ME II. Si deux sphères se coupent orthogonalement , c'est- 
à-dire , de manière que la surface conique qui , ayant le centre 
de tune quelconque pour sommet , passera par son intersection avec 
f autre , soit circonscrite à cette dernière ; le plan polaire Sun 
point quelconque de la surface de Tune Selles , pris par rappor^ 
à Vautre , passera par Textrémité du diamètre mené par ce point. 

Démonstration. Désignons par C et O tant les centres des deux 
sphères qne ces sphères etles-mémes. Par un point quelconque O 
de la surface de la dernière soient men^ un diamètre PK et la 
droite PC , perçant de nouveau cette sphère en Q. Si , par ces 
deux' droites on conduit un plan , ses intersections arec les deux 
sphères seront deux cercles se coupant orthogonalement , et ou prou- 
Tera , comme ci-dessus, que QK est la polaire de P, par rapport 
au cercle C; mais les points P et Q conjugués l'un à l'autre par 
rapport an cercle C » le sont aussi , par rapport à la sphère cor- 
respondante ; donc te plan polaire de P , par rapport à cette sphère 
est un plan conduit par Q , 'perpendiculairement à CP ; ce plan 
contiendra donc QK perpendiculaire à cette droite , et conséquem- 
meut il passera par le point K. 

THÉORÈME I. La circonférence du tercle décrit du centre 
radical de trois cercles comme centre , et avec un rayon égal à 
Tom. XVU i5 
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la tangente menée de ce centre à l'un d'euro est à la fois le Heu 
géométrique des points du plan des trois cercles dont les polaires 
relatives à ces trois cercles concourent en un même point , et le 
lieu géométrique du point de concours des trois polaires ; et' ces 
deux points sont constamment aux extrémités dun même diamètre 
de ce cercle. 

Démonstration, Désignons par C , C' , C tant les centres des 
trois cercles dont II s'agît que ces cercles eux-mêmes. Soient pareil- 
lement désignes par O tant leur centre radical que le cercle dé- 
crit de ce centre avec un rayon ^gal à la tangente menëe du mtlme 
point à' l'un quelconque des trois cercles. Par un quelconque P 
des points de la circonférence du cercle O , soient menées le dia- 
mètre PK et les droites PC, PC', PC, coupant de nouveau la 
circonférence O en Q , Q' , Q" ; comme , par construction , cette 
circonférence coupe les trois autres orthogonalement , il s'ensuit 
( Z^mme 1 ) que , si l'on mène les droites QK , Q'K , Q'TC , ces 
droites seront les polaires respectives du point P , par rapport aux 
cercles C , C , C ; ces polaires concourront donc , en effet , eo 
un même point K , extrémité du diamètre conduit par P. 

11 est aise de se convaincre que les points de la circonférence 
O sont les seuls du plan des trois cercles qui jouissent de la pro- 
priété que l'on vient de démontrer leur appartenir. Considérons en 
effet un point p , autre que ceux de cette circonférence, par lequel 
soit fait passer une autre circonférence o coupant orthogonaJeroent 
les deux cercles C et C ; si l'on mène le diamètre pk , on dé- 
montrera , comme ci-dessus, que les polaires de /», relatives k C 
et C concourent en & ; mais si , au Heu d'employer, dans cette 
construction, les deux cercles C et C" , on emploie tour-à-tour 
les cercles C et C, C et C, on trouvera deux autres, points A' 
et k'^ de concours de polaires, sur des circonférences d et t'' diffé- 
rentes de Ci du sorte qu'alors' les trois polaires ne concourront plus 
au même point. 

Lorsque tes trois cercles se coupent de manière à avoir une par- 



I 
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tîe commune , leur centre radical , situé alors dans cetto partie cora- 
tnune , leur ëtant ainsi intérieur à tous trois , il n'est plus possi- 
ble de leur mener des tangentes de ce cenire ; aucun cercle ne 
peut donc les couper tons trois orlliogonalement , et par suite 
il n'est aucun point de leur plan dont les trois polaires conceu- 
^ rent en un même point. 

Ce qui pre'cède rt'sout complètement le problème lit de la page 
68 du XL' volume des Annales , et prouve en outre que le pre- 
mier des quatre problèmes prDpos<5& en cet endroit est impossible 
ou indéterminé. On demande en effet , dans l'énoncé de ce, pro- 
blème , de trouver le point du plan de quatre cercles dont les po- 
laires , relatives à ces quatre cercles , concourent en un même 
point. Or, s'il existe un tel point , en le joignant au point de 
concours des quatre polaires par une droite , le milieu de cette 
droite devra, par ce qui précède, être le centre radical de cha- 
cun des quatre systèmes de trois cercles que l'on peut former avec 
les quatre cercles donnés. Le problème ne sera donc possible qu'au- 
tant que ces quatre cercles seront tels que , pris trois & trois comme 
on le voudra , ils auioat un seul et même centre radical ; c'est à- 
dire, qu'autant qu'ils pourront être coupés orthogonalement par 
un cinquième cercle , dont alors tous les points résoudront le pro- 
blème. 

THÉORÈME H. La surface de la- sphère dont le centre est 
le centre radical de quatre sphères données et qui a pour rayon 
la tangente menée de ce point à tune quelconque de ces quatre 
sphères , est à la fois le Heu géométrique des points de r espace 
dont les plans polaires , relatifs à ces quatre sphères concourent 
en un mime point , et le heu géométrique du point de concours 
des quatre plans polaires ; et ces deux points sont constamment aux 
extrémités dun même diamètre de cette sphère. 

Démonstration. Désignons par G , C-* , C , O" tant les centres 
des quatre sphères dont il s'agit que ces sphères elles-mêmes. Soient 
pareillement d^sigutés par tant leur- centre radical que la sphèr« 
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décrite àc ce centre et d'un rayon éyai à la tangente men^e da 
m(îtue point à l'une quelconque des quatre spht-res données. Par 
l'un quelconque P des points de la surface de la sphère O, soient 
menés le diamètre PK et les droites PC , PC', PC" , PC', per- 
çant de nonveau ta sphère O en Q, Q', Q/', Qw ; comme, par 
construction, cette sphère coupe les quatre autres orthogonalennenl, 
il s'ensuit ( Lemme lï ) que , si l'on conduit , par les droites QK , 
Q'K , Q"K , QwK , des plans respectivement perpendiculaires à PC , 
PC, PC", PC'", ces plans seront les plans polaires respectif, du 
ppint P , par rapport aux sphères G , C , C" , Ç.'*' ; ces plans con- 
courent donc , en effet , en un mérae point K , extrémité du dia- 
mètre conduit par P. ' 

Ici encore on démontrera que les propriétés que nous venons 
de reconnaître appartenir anx points de la surface de la sphère 
O leur appartient exclusivement. Si , en effet , un point p de l'es- 
pace n'est pas sur cette surface , on pourra toujours par ce point 
faire passer quatre sphères o , o' , o" , o'" qui coupent orthogona, 
lemcnt trois des sphères données. Menant alors dans ces sphères 
les diamètres ph ^ pk> , pk" ^ pk'" ■, on prouvera, eu raisonnani 
comme ci-dessus, que les quatre plans polaires de ^ , par rapport 
h. C, C , C" , C" , concourent trois à trois aux points It ^ k* ^ 
1i" , k'" et, que conséquemment ils ne concourent pas tous quatre 
en un m^me point. 

Si les qnatre sphères se coopent de manière à avoir une partie 
qui leur soit commune ù tontes, leur centre radical, situé alors 
dans cette partie cpmmnne , leur étant ainsi intérieur à toutes qua- 
tre , il ne sera plus possible de leur mener des tangentes de ce 
centre \ aucune sphère ne pourra donc les couper tontes quatre 
brthogonatement, et par suite, il n'j aura aucun point de l'e^ 
pace dont les qnatre plans polaires concourent en un même point. 

Ce qui précède résout complètement le problème oiî l'on pro> 
poserait de déterminer le lieu géométrique des points de lespacr 
dont les plans polaires , relatifs à quatre sphères données , eoncoa^ 
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rent en un même point , et prouve en outre que le problème où 
l'on proposerait de àéierminer le point de tespace dont les plans- 
polaires relatifs à cinq sphères données concourent en un même 
pointyesX toujours impossible ou indéterminé^ Si en effet ces cinq 
sphères peuvent être toutes coupées orthogoniilement par une sisième 
sphère, tous les points de cette dernière ri^çoudront le proMèiue* 
et , dans le cas coutTAire , ce problème , sera impossible (*). 



Solution du problême de géométrie énoncé à la pag9 
368 du XV.' volume jdu présent recueil ; 

Par un Abonné. 



PROBLÈME, Un donne l'une dés faces latérales Sun trône 
de prisme triangulaire , h longueur de T arête latérale opposée , 
la section du tronc par un plan perpendiculaire à ses arêtes lu— 
téraîes , et par suite le volume du tronc ; et ton demande quelle 
doit être la situation de tarête latérale donnée de longueur^ par 
rapport à la face latérale opposée « pour ^ue la somme des aires 
des deux bases du tronc soit un minimum ? , 

Solution. Soient ABB'A' la face latérale donnée el CC la pro- 
jection orthogonale « sur le plan de cette face , de l'arête latérale 
opposée , dans la situation qui convient au minimum de la somme 



(*) M, DurranJe, déjà très-gravement malatle lorsqu'il nous adressa ce 
qu'on vient de lire , nous avait annoncé la solution de deux antres pro- 
blèmes de l'tiadrait cUé. Il a terjoiné tant carri&re tans l'aToïr pu mettre ' 
far écHL 

/. D. G. 
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des airésdes deui .bases: en menant CA , CB , C'A', C'B', les- 
deux triatigles ACB , A'C'IV seront les projeclions des bases sur le 
même plan. Soient D ^ ^' les points où la direction CC reocoa- 
Ue les cotes A^ , A'B' 




G C 




de ces bases; puisqu'on connaît 'la section perpendiculaire aux arê- 
tes lati^rales du tronc, il s'ensuit que. Lien que les points C^ 
C soient inconnus , on connaît neanntoins la droite DZV ainsi que 
sa distance à l'aréte latérale dont elle est la pro|ection ; et, comme 
les. longueurs CC et.BJD'.sont connues,. il s'ensuit qu'on connaît 
aussi la somme CD+C'D'=DD'— CC. 

Prolongeons les côte's non parallèles AB, A'B', jusqu'à ce qu'ils 
se rencontreol en E. De ce point E , abaissons une perpendiculaire 
EG sur DIV; divisons en outre l'angle DEC en deux parties c'ga-r 
les , par une droite qui rencontre DIV en F j imaginons enfin des 
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points inconnus C , C des perpendiculaires CH , CŒL svir AB , A'B'. 

Cela posé, il a df^jà été demonlré ( Annahs y toni. XIII, pag. 
i37 ) que, pour que la somme des aires des bases du tronc fAt 
un minimum y il fallait que l'aréte dont ta projection est CC^ fût 
tellement située , que les plans de ces bases fussent également incli- 
nés sur le plan de la face latérale opposée ABB'A^ ; ce qui se ré- 
duit évidemment & faire en sorte que les perpendiculaires CH , 
G^H' soient de même longueur. Il s'agit doue de savoir de quelle 
manière il faudra placer les poinu C , C ou seulement l'un d'eus 
sur DD' , pour que cette condition soit remplie. 

Les triangles rectangles semblables DGE , DHC , d'une part , 
et les triangles rectangles semblables D'GË , D^WC , d'uue autre , 
donnent 

DE:CD::EG:CH=H^, 
DE * 



puis donc qu'on doit avoir CHsC^', on aura, ensapprlmant le 
facteur commua £G , 



c'est-à-dire , 



Dir~D^ ' 



CD : CD' : ! DE : D'E ; 



Mai» , parce que la droite EF divise l'angle DED' en deux parties 
* égales , on a 

DE:D'E::DF:DT', 

donc , à cause ,da rapport commun , 
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DF :Jyr : : CD : CD' 

d'où 

bF+D<F : GD+C'D' : : DF : CD j 

c'esl-â-dire , 

DD':DD'— CC'::DF:CDî 

ce qui fournît la construction suivante ■' 

Soient portas DD' sur DE, de D en K, et CC sur KD de IC 
en L ; soit menée KF , et , par le point L , soit men^e une parallèU 
à cette droite ; cette parallèle rencontrera DD' au point inconnu C ; 
de sorte qu'on aura alors tout ce qui est nécessaire pour construira 
le tronc de prisme. 



Démonstration . des deux théorèmes danalîse et de 
géométrie énoncés à la page 6*4. du présent volume , 
et du théorème de géométrie énoncé d la page 5^4 
du volume précédent ; 

Par M. Lenthéric , doateur ts sciences , professenr de 
mathématiques et de physique au collège royal ÔSi 
Montpellier. 



xV. la psge 373 du précédent volume ^ il a été démontra qu'ett * 

adoptant les notations abrégées 
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m! ra! "1" I * (m— i)! "'" ai' ' (m— a>! "*" 3! ' (m— 3)! "** *" 

Si , dans celte formule , on pose m^x , p=z—i , et qu'on remette 
en place des divers symboles les de'veloppemens qu'ils représen- 
tent , en supprimant tes facteurs communs aux deux Ceimes des 
' diverses fractions résultantes, il viendra 
» 

1 a 3 "" a; 1 a 3 '" y 

— I I f -y-L*.*"' y y"' u* "^^ *~' ^ *'~' y~r' . 

II ta I a '.^ 3 ■ a jT^*^ 

qui est, aux notations près, le théorème d!analise àuncé à la pnge 
64 du présent volume. ^ 

Avant de passer i la de'monstration dn théorème de géométrie; 
\ il nous faut d'abord construire quelques formules propres à 00a» 
conduite 'è^nbtre' but. 

Soit X l'angle au centre d'un polygone régulier de n côtés, de 
telle sorte qu'on ait n^ = 3-er; en désignant par m un nombre ea- 
ber positif , plus petit que n, cm aura, comme nous l'avons d^ 
njantré ( pag. 41 ). 

Cw.nMf+Cos.2nijr-}-Cos.inw4- ■•••• +Cos.rtnMr=o » 

Sinjna: 4-Sin.2m*+Sin.3»ïX+ -|-Sin.nBï«=o ; 

•a, parce que Cos./jmxsCos.2m«r=i et SiD.nmjr=Siti.2miT=o, 
Tom. XVJ. 16 
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i+CoSJnx+Cui.2mjr •^Cos,Zms-\- +Cos.(/ï — i)mx:=o , (A) 

Sia.mx-\-Siu.2ms+SiaJim±-{- ..... +Siii.(n— i)mj:=:o, (B) 

Ces équations niit lieu l'galemeat lorsque m est plus grand 
que R , pourvu qu'il, n'en soit pas multiple. Si , en cHet, on pose 
m=s=^n-^rn' j où on ait m'<_m ; en stiVstituant dans les premiers 
membres des équations (A) et (B) , et observant que généralement 

Clos.i(yn+/n')xsxCos.(2Ay'OT+Am'j:) = Cos.Am'x , 

Sin.i(yn+m'):r = Sin (2Ay'ra-+Am':r) = Sin.Jj7ï'«' J • 

ces premiers membres deviendront 

i-l-Cos.m''x-|-Cos.2m'j:+Cos.3m'jr4. ...« -l-Cos.(n— i)m'jr , ' 

Sio.nï''jr+SIn.3m'x+Sin.3m'.r-^- ..... -|-Siu.(n — i)m'x ; 

et seront nuls , par ce qui précède. 

En désignant toujours par s l'angle au centre d'un poljgone 
ri^guUer de n câtés et par a un angle quelconque ; m étant uq 
nombre entier positif> non multiple de n , on uouvera en déve- 
loppant 

Cos./fta-(-Cos.m(<i4-x)+Cosjïi(a+2:r)+ ..„ +Cos.m(a+^IIT.«) 
^ {i-{-Cos.mx-^Cos.2mx~^Cos.3mx-\-....'^Cos,(rb—i)mj:}Cos ma 
— {Sin./ïix-f Sin.aflMr-4-Sin.3mx4- .«.. -f-Sin.(a— i)m:r}$in.mii ; 

c'est-à-dire en vertu des formules (A) , (B) 

Co$.ma^Cosjn^a-^x)~^Coi.m(a-i-»x)-{-.., 4-Cosjn(a+nirr.j)=:o . (C) 
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Cela pose , on sait, comme nous l'avons d^jà obserré ( pag, 4 1 ) , 
que X ^tanit un angle quelconque et p un nombre entier posîlif 
quelconijue , ou a 

Cos/z= -^ {Cos.^i+ ^Cos.(;^-a>4- --^^ Cos.C;»— 4)z+ } , 

pourvu qu'on arrête le développement dès qu'on ne rencontrera 
plus d'arcs positifs , et que \ lorsque p sera pair , ou ue prenne 
que ta moitié du terme qui contiendra l'arc nul. 

Mettant successivement pour z, dans cette formule, les termes 
de la progression, a\ a-\-x ^ a4-3:r, a-\-'K^^ ^ on aura 

Cos.''fl=; ^^ Ç;m.pa-\- ^Cos.{p-2)û+ -~- Cos.(^»— 4)0+ . — j , 

COS.V+X)^: ^|CoS;,(«+x)+^CoS.(/»-2)(à-fx)+ , ......j , 

Cos.''(<ï+Sjr)= -î-^ jCosXi+3*)+7 Cos.{p—2Xa-\-2x)+ j ; 



Cos/(tf+;;=^.^)= ~;-jCos.;>(fl-f^r; x)+ ^ Cos.(,p— :!)(a+^=:ïjr)+.. j i 
ce qui donnera, en ajoutant, 
Cos/a-i-Cos.''Cos.(fl+jr)-f-Cos.''(tf+2T)+ ..... +Cos.''(a4-^^ r) 

Cos.pa'\-Cos.p(e+x)-{-Cos.p(a-j-2x)+ ..„. Cos.p(jx-^i^i^'} 

1-f- ^ f Cos.(/>— 2>i-i-Cos.(;»— 2)(fl+a:)H +Cos.(/>— 2)(o+;ï^.:r) j 

*"' JH-^-ï^|Cos.(;7-4)fl+Gos.(;7-4j>-|-x)+...+Cos.(^-4Xo+;;^.^)j 
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Si p est un nombre impair , non multiple de n ^ taules les 
lignes du second membre de celle équslion seront nulles , en Vertu 
de la formule (C) ; de sorte qu'en remplaçant p par bA+i , on a 

[Cos.<7]'"'+'+[Cos.(fl+x)]^''''"'+ [Cos.(<i4-2^)]^+'+...+[Co3.(tf4^=r.^)j*^''" =0 , (D) 

■ Si , au contraire , p est un nombre pair, les cosinus de la der- 
nière ligne seront tous égaux à l'unité , et au nombre de n , et 
leur coelCcient commun sera 



p p— I p— a 



OU , en changant ^ en aA 

__ _ _- _- , 

It faudra donc prendre n fois la moitié de ce coeSlcient , et mul- 
tipiier le rësuhat pac -r^- ou par — — j ce qui reyient à mul- 

dplier de suite ce coefficient , tout entier par — - . On a donc ' 

[Cos-af +[Cos(fl+x)3" VECos.(fl+3^)] "*+ .... +[Cos.(û-l-;z:r.x)]*' 
n ax ax— I ax— s x4-i 



a'A I 



(E) 



£n conséquence , si l'on fait successivement A égal à o > i , 
a , 3 , ^ ....:..«., , on tirera des formules (D) et (E) 
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C(M.'«+Cos."(a+*)+C<w.'(<'+2*)+ +Cos'(o+;^.j-)= i— !1 , 

C»'ii+Cos.'(<i-H')+Cos.'(o+a*)+....-)-Cos.>(fl+;:r,.jr)=o , 

Cos.'a+€os.t(a+*)+Cos.t(<i4-2*)4-..„+Cos.'(a+;r7.i)=-^ - ■£ , F) 

Ciyi.'a+Cos.<(û+xy+Cos.'(a+2^)+ .„.+Cos.'(«+;^j:)=o , 

6 5 4 1. 



Cos."<i+Cos.«(o-H')+Cos.'(a+2*)-(<.....+Cos.'(«+ï^-*)=: 



I a 3 i< 



Soit présentement une circonférence , dont C soit le centre et r 
le rayon , divisée en n parties égales aux points P, , P , P^ , ... 
P„ ; et soit O un point du plan de cette circonférence distant de 
son centre de la quantité k. Soient menées les droites OP, , OP, , 

OP, , ...... OP, , et les rayon» Ca», , CP. , CP CP, ; «oit i 

l'angle de deux rayons consécutifs , et soit a l'angle que 'fait le 
premier CP, avec la droite CO. Les triangles OCP, , OCP . , OCP , , .- 
OCP, , qui ont tous le câté commuti CO , donneront 



OP, =i"4-r"— iirCos.» , 
5F.' =*'+r-— a*rCos.(o+*) , 
oF," xsi'^r"— a»rCo«.(«+s») , • 

OP, =i"+r'— i!*rCos.()j+;;37.*) , 
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Ea dt^signant par m un nombre entier positif , plus petit qne n , 
on conclura de là 



OP, 4-OP. -)-OP, +..™-|-0P. 

[(*■+<■•)— a*rCos.o]" \ 

+[(*'+r')— a*rCos.(<i4.i)]" 
4.[(*'+r«)— 2irCos.fj+3xJ" 
4- 

+[(*■+'■')- ^'■Cos.(<i+;;=i.i)] - 



(i.+r.)»_a-ïir(i-+r>)".-.Cos.« +4 " ■~4T'(i-+rO«— Coj.'<i +... 

+(i'-K)"— a-*r(i"+r-)»-'Cos.(<i+i) +4^~'*V(i'+r-)-'Cos.'(o+x) +.. 

JrHl'+r'y—2'^ir(f+r-)—Cos.(«+ix) . +4-^ ~ *V(i'+r')'— Cos.>+2jr) +.. 

f ■ ■■ 
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1*7 



2 Z irC*'+r')"-' [Cos.<i+Cos.(<i+3:)+Cos.;a+2*)+ +Cos.(<7-|-;;37 j)] 

^i.—-^^!^A'r-(f+r-)'-'lCos.'a+Cos.-(a+x)+Cos.'(a+2x)i- +Cos.-(<i+^j:)] 



±3"i"/-"|;Cos."j+Cos.'»(<i+i)+Cos.";a+2i)+ +Cos."'(o+;;^.x)] . 



\ 



En Terta des formules (^F) , cette iÇqaatioti devient 

OP,'"+OP,"-K>p,'"+ .. ._ +Ôp]'" 



~ 1 . at I » 3 4 ' 



5 i n m m—t m— a. m— 3 m — 4 "■ — 5 



X 3 2^ 1 a 



4 5 



*'/-'(«'4r')"-' 



ou bien , en réduisant 
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OP, +0r, +0P, + +OP, 

En développant les diverses puissances de k*+r' , dans le second 
Hiem[>re , el réunissant les termes afTectés des mêmes puissances 
de A et de r dans le développement , le terme général de ce dé- 

Tcloppement , c'est-à-dire , le terme afiecté du à r sera 



......|. 



m m— I m— a . m— f+i , 
. > 3 « 








ï m m— I m— a m— 3 m-4 
lia 1 a 3 


m— e 






4 3 iM m— 1 m— a m— 3 m— 4 

+ :>■. a 3 4 '^ . 


> 3 


m— ;— r 
(—a 




6_5 4 m m— I m— a m— 3 m— 4 
■*" 1 a 3 1 > 3.4 5 

4- :■ . 


"■-5 „ »-6 
■ 6 ^ , 


a ' 3 ■■ 


n,-.-a 


<— 3 



On petit , en préparant convenablement les termes du coefficient , 
Élire en sorte que le facteur 

m m— I m^a m— /-(-r 



leur devienne commun , et alors , en mettant ce facteur ea évi- 
dence, le terme général devient 



I— I m— /+! i m—l t m-~t n 

— .. - i_j — -~H ---- 



' i 



■-t- 



m—t m—t—t m—l — a 4 i — t (—a ( 

ï ' a 3 ri 3""*'""{' 
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Mais si » dans la formule d'aaalise que nous arons démontrée au 
commencement de cet article , savoir : 



+ * *— .1 »— a j j—, y—M 

on fait jK==m—t et y:=U , elle deviendra 



JH— * ( ■ m^ m— /— I * *— 1 m m— i wi^a 



3 ( * 

KU mo^'en de quoi notre terme général se rÀIuit à 

de sorte qu'on a finalement 

Ôp,'" +0?^" -|-op|'" + .«.+5p.*" 

«|(^)+(r*'"-)+(T-— *'^0-*"(.r-— •— *'^'""')-*-! 

qui est précisément le théorème énoncé à la page 3^4 â<i précé- 
dent volume , que nous nous étions proposés de démontrer. 
En faisant m^t , on trouve 

Ôp; +ÔP]* ôF/+ „-|-0p/ =n(r'+A') , 

ce qui donne une èipression bien simple de la somme des quar- 
rés des droites menées aux sonuoets-d'un polygone régulier d'un 
pmnt quelconque de son plan , et montre que cette somme est la 
même pour tous les points également distants du centre du po- 
Tom. XVI, 17 
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lygone , comme M. Sturm l'avait déjà remarqué ( tom. XV , pag, 

2i)6 ). 

Si le point O coïncide avec l'iin des sommets du polygone , 
denx des droites OP, , OP^ , OP, , ...;.. 0P„ en sont des côt(?s 
et les autres sont des diagonales; mais Alors ^=r; en désignant 

donc par c l'un des côtés du polygone et par </, , ^, , <?, , 

^^. les diagonales menées d'un somoiet à tous les autres , ou auta 



Si , par exemple , il s'agit de l'hexagone régulier , ou n^6 et 
c=r , ou aura* 

mais ici l'on a d^ssisr et ây — d^ -, donc 

ou </,*=; 3/^ et «/.^r/s I 

comme on doit l'avoir en eOet, 

THÉORÈME. Un polfgone quelconque étant circonscrit â an 
cercle , et un autre cercle étant concentrique à celui-là ; la somme 
Jes produits des cités du polygone par les jquarrés ,des distances 
d'un point quelconque de la circonférence du svond cercle aux points 
de contact de ces côtés avec le premier , est une quantité constante, - 

Démonstration, Soit O le centre commun des deux cercles ; soit 
r le rayon de celui auquel le polygone est circonscrit , et soit R 
le rayon de l'autre. R^réseatons par a^b^ c , .••• .les côtés con- 
i^ti£i du polygone; et désignons leurs points de contact par A, 



y Google 



RÉSOLUES. i3i 

B . C » »>. Soit enfin P un point pris arbitrairement sur la cir- 
confe'rence dont le rayon est R ; et repriîsentons respectivement par 

a, P, y, ...... les angles POA , POB , POC , parce que les 

angles qt)i ont les côtés perpendiculaires chacun à chacun sont égaux , 

ks angles a , |3 , 7 , seront aussi ceux que feraient les côlt's a , 

hyC, ..... du polygone avec une perpendiculaire indéfinie menée à 
OP , par le point O ,.de sorte qu'on aura , pat un lliéorème connu (*). 

(7Cos.o(-}-iCosP-f cCosv-}- .... =so . (i) 

Cela posé , les triangles POA , POB , POC , donnent 

PA*=A*-f-/-' — 2r.flCos.« , 

, PB'=/î"+r'— sriiCos^ , 

PC =fl*+r'— arTÎCos.y . 



Prenant la somine des produits respectifs de ces équations par a , 
i ^ c et ajant ég^rd à la relation (1) , il viendra 

PÂ*,*i4.PB*.34-PC* .r+ ,„. s=(ir+r")(«+^+^+ .- ) , (2) 

éqaation dont le second membre est indépendant du point P, sur 
la circonférence dont le rayon est R, coinme l'annonce le théorème 
qui se trouve ainsi démontré. 

Si le polygone était régulier, en représentant par n.Ie nombre 
4e ses côtés , l'équation (3) deviendrait 



C) Vojec, entra «utrei, U pag. 3to du XV.« volume dn prêtent recueil. 

J. D. G. 
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PA-'+PB'+PC '+..... =n(ff+r'J . 

Si le point P ^tait pris sur la. circonférence même du cercle ins^- 
crit , on aurait R=r , et com^uemment 

PÂ'.a+PB'.*+PC'.<: +....=2r'(«+«+«+....) 
et si , en outre le polygone était régulier , on aurait 

PÂ'+Pb'+PC'+.-. =inr' . 

QUESTIONS PROPOSÉES. 

Théorème de trigonométrie, 

^orr un 'triangle sphërique quelconque ABC , et soit P un point 
de la sphère dispose d'une manière quelconque par rapport A ce 
triangle. Soient en outre A' , B' , C respectiTement , les points où 
les côt^s BC , CA , AB , sont coap& par les arcs de grands cercles 
AP> BP, CP. On propose de démontrer que 

^ Siu.BB' / ~ , Sin-CO 6JO.AA' 
/ Siii.PO v> ««.PA/ SinP» 

-*-(, Ito^Ô ; +' 5iiSÂ' 6S3» ^°'** . 
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ANALISE TRANSCENDANTE. 

Exposition des principes du calcul des variations (*) ; 

Far M^ Ahpèeve , âe l'Académie royale des sciences de 
Paris, de celles d'Edimbourg, de Cambridge, de Ge- 
nève , etc. , professeur au Collège de France et à l'Ecole 
polytechnique. 



§. I. Nouons Généra/es. 

I. JJans le calcul difiërentiel proprement dit ,011 ne fait Tarier , 
dans les foDctîons qu'on y considère , que les seules variables « , 
y , £ ; c'est-à-dire , les coordonnëes de certaines courbes ou sur- 
faces déterminées ,, ce qut r^ond à des points déterminés de ces 
mêmes surface , pour lesquels ou enseigne ce que signifient les 
dilTérentielles de ces coordonnées ; et on y enseigne également k 
déterminer les différentielles de toutes sortes de fonctions. 
Mais , dans une fonction telle , par exemple , que 

r=*"(* t o» *» ^ ) .' 



C*t Cette «zporitton a. été rédigés pfir l'an leur , poar wn court d'analÎM 
k r£cole polytechnique. On }>eat anui consulter, sur le mime aujet , un 
■énaoire insère aa commencement da XIll.* Totiune du présent recueiL' 

J, D.G. 

Tom. JCFJ, n," F, i." novembre i8a5. tS 



^ 
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rieii n'empi'cîie de faire varier les paramètres « , 5 , r , ,:..,. ; et 
àès lors OR sort de la courbe où l'on e'taît d'abord , pour passer 
ù une autre courbe voisine de celle-là. On peut obtenir ainsi une 
infinitf^ de nouvelles co orbes , suivant les valeurs diverses qu'on 
attribuera k a , h , c , ..... On rencontre déjà des exemples de 
pareils changemens daus la recherche des solutions particulières des 
équations dliréreuticlles \ où l'on difTérentie les <fqu»tipfu dea couji- 
bes par r^ipport à lents paramètres, afiu que tes nouveaux coeffi- 
cleos diâèrentiels atusi obtenus donnent, eu les égalant à z(fro, \t% 
sututious particulières deinauddes* 
&t on ne iail varier que les paramètres, dans une courbe 

y-^dix , a y i ^ c , ....« ) ; 

cette courbe se trouvera transporte'e , suivant ses ordonna , de 
AB en A^B' ( fïg. i ). On peut alors chercher l'augmentation de 
l'ordonnée ou de ^ , qui est AIM^ On peut aussi demander l'aug- 
mentatiou de dy qui de t'Q est devenue T''Q' , l'augmeatalion du 
raj'on de courbure, etc. On pourrait bien se contenter, pour les 
questions de géométrie, de faîte varier. les courbes de la sorte, 
en suivant les ordonnées ; mais ce point de vue n'est pa£ assez 
général pour les questions de mécanique. On suppose alors que tous 
les points d'une courbe se transportent suf une autre courbe , en 
décrivant eux-mêmes des courbes intermédiaires ^]^] , mm' ( fig 3 ). 
Alors, en ménae temps qu'on fait varier les paramètres, on fait 
aussi varier l'abcisse. Ce sont les accroissemens que l'on donne , 
soit aux paramètres soit aux variables dépendantes^ que l'on appelle 
leurs cariations , et que l'on désigne par la caractéristique i. Par 
analogie avec les dénominations admises dans le calcul différentiel, 
nons appeUerons variation de la fonction la. quantité \ laquelle se 
réduit sou Bccruissement total , lorsqu'on en supprime les terme» 
alTéclés des puissances supérieures de ^ | Ja , ib ^ ..... D'après oette 



y Google 



DES VARIATIONS. i35 

^((finiuon , u étant une fonction quelCoiic[ue de j:, a> 5, ..«. de 
même qu'on a 

àii= ^ àx+ ^d^4- % d3+ .... , 



cp attnwtat 



^Ë*-+£^+ë«4-~ 



_ ... 1 iu . /« 

n est iQUtUe de mettre — , .- 

ix ta 

parce qtie ces derniers rapports « étant indépeadans des accroisse- 

mens donnés k x ^ a ^ , restent les mêmes , quels que -soient 

ces aectoissemeos. 

La courbe Â'B' , sur laquelle on transporte la courbe AB , n'a 
pas besoin d'être de même forme qile . celle-ci , pour qu'on puisse 
prendre sur elle les variations comme nous venons de le dire. En 
eflct , on peut développer en séries les ordonnées de ces deux cour^ 
Jks > comme on le voit ici - 



pour la courba AB , y=b-^— (x— a)4. — (jt— o)*+.... , 



pour la coiirbe A'B' , y=S+ — (*— o)+ — (jt — a)*-f-«... . 

ETles sont ainsi présentées sôus la même fomte , ayant un nom- 
bre infini de paramètres i , 3', 3", , S, S'y B" ^ ..,.« Or, 

œ que uousavons dit tout à l'heure, étant, tout-à-fait indépendant 
du nombre des paramètres , rien n'empêcbe de supposer .£=3+d^f 
£'=i'^6' f 'B"=2b"'^iè" > »..» , et par -eoas^u«ia ^de ngarder 
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la courbe À'B' comoiç étant la variation de la première ÂB (*). 

§, n. Construction des formules. 
. Soient PP/=3jr , Pp=àx ; on aura ( fig. 2 J 

idjr=;y./— PP' , 

d'où l'on conclura 

diîr=Mx ; 

c'est-à-dire que ia différent ielîe de la pariation est égale à la paria- 
lion de la différentielle. 

Le même théorème a lieu pour les fonctions. £n efiet , soit 

y=f(x , « , i , c , ...- ) , , 
qui donne 

Si nous appliquons à cette équation une variation , en nous reppe. 



(•) H Ml bien essentiel de remarquer que les courbe» ponr lesquelles il 
••agit de prouver que l'une peut être considérée comme la Twïatiou de 
l'autre, sont des conrbei indiTiduelles , c'est^-dire, k paramètres invapia- 
blcs ou numériques. Il est bien clair alors que les coeJBciens du dételoppe- 
meot , par la suite de Maclaurin , doivent être regardés comme indépen- 

dans les uns des autre» , puisque ces b,V ,b" Jî , F , B» , ..... sont 

numériques. Si l'on pouvait donner diTcrse» Taleurs aux paramètres des denit 
courbes que nous considérons, les coefficiens du développement dépendraient 
les nus des autres , et on ne pourrait plus regarderies coefficiens du second' 
déreloppement conune résultant da U TOriation de ceux du preiiii«r. 
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lant qne , d'après la définition de la variattoa , semblable i celle 
de la différentielle , 

nous aurons 
«'ést-à~dire , 

Mais y d'un autre côté 

En différentiant cette 4^rnière éqilatioqet observant que, puisque 
la diffërentielle se prend le long de la courbe , en ne faisant va- 
rier que X et y ,- U s'ensuit que iâ , Si f doivent ici être con- 
sidérées comme des constante^ , on aur^ 

£n comparant entre eux les développemens de Hy et de doj^ , 
tn observant que , d'après ce qui a été prouvé ci-dessus ^ 

et que d'ailleprs , parc« que l'ordre des différeotiations est iudif- . 
ftrent , ,"./,., 
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d>y d'j* i'f A'y 

àxda dâdc * dxd^ lUdc ' 

' ^D Terra qae ces deux difveloppeniens sont ^aux , et qu'ainsi 

On peut tirer de ceci une conclusion semblable » par rapport aa 
yîgne d'intégration. Soit, en eOet 

Jydxssu , ,d'où çàx:ssàu , 

donc . 

i.côs^idu^dSu i 

d'où , eu inti^grant , 

/3.pâxtsius8/pâ:x , 

Ainsi , on peut intérrertlr l'ordre des ^gnes y et J, 

La courbe AB ayant été iranspdrtffe stir A'B' ( fig. 3 ) , de ma-^ 
nière que les points M et m soient venus en M'' et m^ ; si nons 
menons les tangentes MT et MS , aux courbes MB et MM' j il 
est clair , d'après la définition que nous avons donnée de iy , qui 
€St , du reste , 

il est clair, dîsoni nous, que Jj=SQ -.puisque ce doit être la 
partie de M'Q qui ne contient pas les termes infiniment petits par 
rapport aux premiers. Mais , si l'on suppose que la position A'B' 
•oit infiniment Toisiae de la position AB, on aura, à la limite. 
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ij-^f^IIQ , ^ il ou ;?lr=.HQ , 



«/— /.4r=M'Q— HQ=M'H . 



tera , à la limite , la dtsutice des deux courbe», ôt , Ga sait dëjit 
que 

*^-^jx= ^ &+!«+. . 

Nous repr^nterons d&ormais par <t> cette quantittï , dépendant seu- 
lement de la Tariation des paramètres ; quantité qui , lorsque 'leS 
Tariatious deviennent iofinimenl; petite^, ceptésente , ainsi que nous 
Tenons de le voir , la distance eiUre les ùs^xx courbes. Nous au* 
rons donc ainsi 

c'est cet w qui feste seul, quand on suppose ix^o ^ et que lei 
paramètres seuls varient. 
Comme p est une- fonctipn de x , de métne qu'on a ëtablt 



•D peut poser aussi 
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Enfin si Y est une fonction de jr , y , p , q , •■„.,. ; comme on peut 

toujours exprimer y , p t f , en fonction de- x seul , et pai 

coaâé<|ueut V aussi ; oq aura de même 



^v=[î-ï]..-KX, 



on I — 1 représente la diOVrentielle de V par rapport aux x non 

seulement en évidence , mais m^me contenus duns y > p ■> Q •> .•>• 

U existe des relations remarquables entre ces <», o»', u'^, Ck 

Soit j en effet , comme ci-dessus 



d'o& 



j'=f( x^OyhtC^ ) et ^ =;p , 



*^è*'+l»"+S«+- 



Oo entend par -^- la dérirée-de cette fonction de «, û^ i\ „ 
iOf iit •••-■ en n'y faisant rarîer ipie x , parce que 

ta =11'— a , 'it=i'—l , ..„. 

lont constantes, quand a, t, »... a' , h' t ....> le sont. Ainsi 
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D'an aatre' côte > ^= j- ^tant une fonction de « , a, i, ,„.« 
va. a 



m se rappelant donc que 



J'y _ ^_ 

4b> d« ~ 



et qa'en outre 



dy dy ày dy 

ditdA dddjp dxd& didj) 



on troure 



^/'=?^+d^ • 



On troarera de même 



^=^+âS 



d'où l'on Toit qne 

d» ' da;' 



(•) 



(*> Il «t easeotiel d« remarqaer que a' ^V , .„^, dUnt de noavellei ra- 
lenn de a ^ k , ..^, , sont coDstantes , dans les différent la tiona relatire* à 
d; et que /ia=a'— ni, ji=^ — &, ...... t pu%e que, dans les diS^reniiatïonB 

relative! à ^, lecquantitéa d, h, .... aont , dans la fonction ^^^fCjc, a , ï, »: } 

et dans ses dérivées^ dei rariablea ïadépendantet , potir lesquelles tes diJTé* 

rentielle* inarquéei par ia, ib sont la mAme choM ^ue le» différences 

«Btièrea représentées par «'•■^ , V—b , hh. 

Tm. XFL «9 
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Pour 'V=sF(j: t y t p i 9 » •■■■) I où les paramtires a , ^, f ; •.; 
entrent implicitement , on a 

mais , en dj^signant par J(/ , A" , P , Ç , les coefficiens diffé- 
rentiels de F par rapport aux ^ i y t P * ?» •*■•■• ^^ évidence , 
on a 

df=Jlfda:4-iVd/+Pd;7+Çdy+..... ; 

[^]=Jï^+^/'+^?+<?^+ » . 

et îl en résulte 

«F=Jtfâr+JVi/4-P4/>+Ç^+ 

Si nous substituons pour iy , î/> , 3/ , -... les valeurs préc^dem-. 
ment obtenues, 11 en résultera 

ar=caf+is>+Pf+Çr+ )ix+iv«+p ^+Ç 5i^+"" î 

valeur qui ^ comparée à 
£ùt voir ^ue 
La variation de F , savoir : 
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tine fois trouvée, celle de l'intégrale yFcLr est facile à en déluire^ 
Od sait eo effet que 

sabstituant poar SF" la râleur que nous Tenons d'obtenir , on aura 
3 /rd:r= /] ràèx-{ r 3^ 1 iirir+JV«dx+f ~ dx^Q ij^ d* -H.. . ! . 
Or , en premier lieu , 

/(FàSa:+ r -^ 1 à^i:>^)=Fix ; 
on trouTe ensuite , en intégrant par parues , 

y^ d-. , „ d. dQ , / d-Q 

ed?'^=«dr-E"V^ ' 

y' d'. , d.. dB d. d-B /"din ' 
daja d*» dx d» djc» ^y d*î 

Wanissaot alors tous ces termes , on aura finalement 
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§. nL Application aux questions de maxima et mtnima. 

* La dernière formule que nous venons d'obtenir sert à r^^ondre 
une des questions les plus importantes du calcul tics variations , 
celle des maxima et minima. Une partie de cette question ressort 
du calcul différentiel ; mais cette partie est peu étendue ; elle ne 
comprend que le cas où l'on demande le maximum ou le minimum 
d'une fonction dans laquelle on ne fait varier que les variables cou- 
rantes x^y-y .... Ainsi f ce sera la détermination de l'ordonnée 
maximum ou minimum d'une certaine courbe ou d'une certaine 
surface. Mais si , dans une fonction , on fait varier les constantes 
ou paramètres , on peut se demander quelles sont les valeurs à 
leur attribuer , pour que la fonction jouisse d'une certaine pro- 
priété à un degré maximum ou minimum. Cette importante ques- 
tion a beaucoup occupé les géomètres du dernier siècle. £uler l'a 
résolue, eu partie, dans un ouvrage a^ant pour titre: Methodus 
imeniendi , etc. 

Or , la série de Taylor donne , comme on sait , dans le cas 
de plusieurs, variables , et conséquetoment pour 

y^=K ^ > fi P t 9* •"•• « > * ) « » — • ) » 

^x-^s , y+iy* p-\-^p > ?+^ » — • 'ï+^ » h+ih , c+dtr , ) 

=//+ -j- 4r+ -p- — + ...... 
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+ if 'f^ dy. I.> + — 

+ +;,i!!L.'Z^ +.....; 



. + 



j^ du , d»a J^eAi 

Ai dxUa 1.3 



OU bien. 






en désjgoant -par ' -^o la variatien' 'de èa,, par â'u , celle de Vu, et 
ainsi de suite. 

Or , si U est un maximum ou un minimum , on sait que ia 
doit être nul y puisqu'il ne contient que les premières puissances 

des variations' àx , iy ^ .' , et cliange const'quemnteiit de signe 

avec elles. Au contraire Vu n'en devra pas changer, puisqu'il con- 
tient ces variations à ïa seconde puissance. 
, Quand on demande le maximum on le minimum d'une fonction , - 
on ne peut souvent exprimer cette fonction que par dt-s intrgrales 
définies, entre les limites où la fonction doit avoir lieu. 11 faut 
alors considérer le développement de la sf^rie de Tajlor relatif à 
jVàj: , savoir : 



/rd.+ i!^ + ^^'''" -'=''■'' 
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S'il y a maximum ou minimum. Il faut que 5/"^djr=o. Les Ta- 

leitrs de èx , Sy , qui satisfont k celte condition , devront 

rendre , oti onire , SlfJ^Wx négatif , dans le cas du maximum , et 
positif diitis le cas du minimum. 

Il est encore à remarquer que , si le maximum ou le minimum 
doit avoir lien entre certaines limites, non seulement y fdj? mai» 
aussi 

^fVàx , h'fVàx , ' i^fV^x , .... 
dcvjODt être pris entre ces limites. Or nous avons trouvé ct-dessus 

et si nous nous rappelons que 
il viendra , en substituant , 

o=/ra.=jr-.(.-i|+^-...)-,(e-^+....H«-.0-.-.i^. 
+/.-^^.+ ^?-^+ >- 

qu'il faudra prendre entre les limites données. 
Il se présente ici plusieurs cas à examiner. 
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I,* Supposons d'abord que l'on donne, pour les deux liniiies , 
ies valeurs se' j x'' y y' -, y" ■> p' 1 p" j •— de x , y , pt .... Alors , 
ces valeurs extrêmes étant fixes, leurs variations seront nulles, de 
sorte que l'équation à laquelle nous venons de parvenir se rtfduita 
simplement à 



/( 



tf-- • "'^ 



... jwdjr=0 , 



Or , on ne peut supposer o>=o , parce que , sous le signe 7", c'est 
Je ta courant , et qu'il ne peut être nul qu'aux lioiiles ; il faut 
donc que 

.-S+^-S + --=- (A) 

de sorte que cette équation sera l'^uaiion diiTérentielle du maxi- 
mum ou du minimum cherché. Mais si 

contient un coefficient difTéreutiel de Tordre n , il est clair que cette 
équation sera de l'ordre an , de sorte qu'eu l'intégrant elle don- 
nera an constantes arbitraires ; or , comme aux deux limites x' , x" , 

il faut qu'elle reproduise y' , ^' , p' ■, p" , ç' , fl'', (*) "en 

nombre an, on aura an relations pour déterminer les an constan- 
tes arbitraires introduites par l'intégration ; et on -la .pourra aisé- 
. ment. 



(*} On ne donne que 3n— s coefliciens dîfTdrentïels p*, /r", $', f " ^ .•»»( 
s'il dpit y en avoir n dans l'équation indéHnte; parce que les coaditïons 
de ys:y' et yssy" , lorsque x^x' et «::=*" fournissent des relations res- 
tantes , le cas où l'on donnerait an coefiiciens différentiels ion plus n'n' pas 
encore été traité. ' 
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2,* Supposons qu'on ne donne que les ilenx limites x' ,■ x" , y* , 
y" , sans assigner, pour ces limites, les valeurs à&p' ,p" ^ f'jf",.— 
Il faudra toujours , dans le développement de ifFAx , égaler sé- 
parément à ïi'ro la partie contenue sous le signe / et la partie en 
avant de ce signe. En effet , supposons que nous ayons trouvé la 
courbe qui satisfait au maximum ou au minimum , entre les deux 
points donnés , et prenons , pour les points limites , les valeurs de 
p' j p'* i 'l' % l" 'i •••"• 'j cherchons ensuite la courbe qui satisfait au 
maximum ou au minimum ^ pour ces valeurs fixes de ^ , a, „„. ; ^ 
il est manifeste que nous devrons retomber de nouveau sur la 

courbe dont il s'agît ; or , en fixant^' , p" , y', ç" , tout aussi 

bien que x' , x" , y' , y" , il faut , comme nous l'avons vu cl-des- 
f us , que l'on ait l'équation (A) ; donc , cette équation devra en- 
core avoir lieu , lorsqu'on ne fixera pas p' , j^' , y' , t^" , .. ..' (*). 
Comme ces quantités sont indépendantes entre elles, pour que la 
première partie de S/Tdx soit nulle , il faudra égaler séparéuwot 
à zéro les coufltcieos 

^ dfi' , d'S' , , . ^, AH" , d^S" . , „ 

^-d^'+di^— - ^"^-^^ ^-I^T+d^ ^«*/'> 

A'- % + « de V , r- ^ +............. de iy", 

S' de Srf , 5"— — de ir" , 



(*) M. Ampère est ici le premier qui «ît expliqué nettement poarqaoi , 
dans tous led cas, la quantité sous te signe /que contient r^q>>3tio° corn- 
Bune an maximum et au minimum doit être séparément nulle. C'est ie seul 
point sur lequel notre mémoire da tom. XIII , déjk cité , nous avait mu- 
blé Tulnérable. 

/. D. G. 
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Les ^nations résultantes ne seront qu'au nombre de an~3 , parce 
que le S *lu dernier coeQicient dtfl'tTentiel manque dans la pre-~ 
mtère partie de Sffdx , comme le fait Toir bien évidemment la 

forme des coefficiens de S/} , èq , Par exemple , s'il n'y a que 

cinq coefficiens diRërontiels ^ , q^r^s^ t, la première partie de 
iff^dx y ûuîra par 7^^^ , et ne contiendra point St. Mais il faut 
qu'aux deux limites lïnu'^r^le de l't'i{'iatLon donne pour x^x' 
ou x" , y=.y' ou-^". Cela fournira deux nouvelles relations qui, 
jointes aux an — 3 dont i\. vient d'être question , compléteront le 
nombre total de, ce,lles qui seront nécessaires pour la df?termination 
des 271 constantes arbitraires introduites par rintéj^ration de (A). 
U est presque superflu d'observer que, si quelques-unes seu- 
lement des quantité»/»' , p" , ^' , q" , étaient données , il n'y au- 
rait à i^aler à zéro que les coeBiciens des Sp' , ^p" , hq' , itj" 

non donnés. Les autres relations nécessaires pour déterminer les 
2/1 cojistanles arbitraire! de l'intégrale de {A) , seraient fournies pv 

celles des quantités p' , p" , q' ^ ^" ^ dont les valeurs seraient 

coonf^es. \ 

Nous remettons k traiter plus tard du cas où les limites ne se- 
raient pas invariablement fixées, mais assujetties seulement à* la 
condition de se trouver sur deux lieux géométriques donnés; et 
nous nous occuperons , pour le présent , des cas où l'équation (A) 
«9t susceptible de quelques simplifications. 

%. IV, Simplifications du procédé général. 

U «t de cas où l'équation 

peut ^tre simplifiée. 

1.* Quand V ne contient pas ^ » on a N—o » et par suite 
Tom. Xrl. îo 
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j> d-<? ai» 

ce qai donne , en muItiplUnt par dx et intégnnt , 

P_^+^S.-.=-> (C) 

^uation àe Tordre sn— i • Si tn outre' ^ manquait dans f, Véqna^ 
tîon pourrait, par un procède analogue > être amen^ i l'ordre 
3fl — 2 , et ainsi de suite. 

2.* Quand F ne contient pas jr ^ et que l'on a coas^quemment 

^='(7./-.» ). 

«t par suite 

[ ar] =^/'+''^+Ç^+ 

Si nous substituons ici la valeur de N tirée de l'ilquation (A), 
fin CSC 

dP d'Q d'B 

d* d*» ~^ d*J ""*' * 

nous aurons^ 

^i-w.+^.+ +,-_,^+,-_ , 

naultipliant par dx , et observant que 

ydr=d/> , rdjsd^ , jtU=dr, .«..« , 
il Tiendra 
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et par cons^ueat 
r=yPip+jQi,+fBàr+ .... +/?^ is-Jp '^ix+Jp S d^-.. 
Or , ea int^graut par parties » on trouve 

Jpip=pp-Jp'^i. , 

Rir=Hr-, —+p ^-Jp ^ix , 



tfi <quî donne., en subtltuantf 

qui n'est plus que de .l'ordre 2/j— i. 

3.* Quand V ne contient m.x ni j'y on peut àl^isser l'^ua- 
tion (A) , qu'on appelle quelquefois l'équation indéfinie , parce que 
son int^ale donne l'équation du maximum ou du minimum , arec 
des constantes arbitraires, ^n a alors, â la fois, 

li^o , A^o , 
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r^uation îadéfinie se réduit donc à , 
dp d'Q dix 



« denne , en intégrant 



puis, CD substituant 

-f=Çr+a,+....+,^-,^+ +C,: 

et ensuite, en multipliant par Ax et intégrant, 

f=^d,+y«dr+.... + /5' g i^-ff J^ "1^+ +Cp+C' 

mais , nous avons trouTé ci-dessus , en int^rant par parties , 



il viendra donc , eu substituant , 
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équation qui ne s'élève qu'à l'ordre n — 3 seulement, et qa'orf 
pourrait abaisser encorp'si.y» était nul. 

§. V. Applications diverses. 

Soit |)roposé d'assigner lacçurbe. Joignant deux points donnés, 
dont la révohilion autour de l'axe des x engendre une surface 
minimum ? 

La surface de révolution considérée comme indéfinie , étant ex- 
primée par zm/y-àx^ i-\f* t n faudra qu'on ait 



on a donc ici 



3^djr/,+p.=o ; 



r=^r/74^ 



M— r- =0 , 

■ .-.4* , 4 , 






. àf, yi+/î' 



et les quantités Q, Rt S ,.. sont toutes nulles. Puis doncq^ue 

X n'entre . pas dans f , on. pcvt faire usage de t'équatiou (P) , qui 
est simplement ici ' - 1 ■ . 
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F=pP+C , 
et qui devieot , par les subsiituUons , 



on encore 



V'+Z»* ~* ' 



Vr- 



ce qui donne , en intt^grant 

^z=Log.(/+/7:^)+c' . 

Il resterait & déterminer <« ~ei «^T^iar la Qpnditïon que la courbs 
passe par les deux points donu^; mais leur d^terminatioo ue peut 
avoir lieu » parce qu'elle entraînerait la résolution d'une ëquation 
eiponeniielle. - ;.- 

Toutefois , on peut reconnaître quelle est la nature de cette courbe. 
En effet , il est visible que y ne saurait être moindre qae £ ; de 
manière que c est l'ordonna minimum. Si donc nons prenons 
cette ordonna pour aie des y , il faudra qu'en posant -Jisso , 00 
troaye j^=r, d'où f'^ — Log*<^; donc 
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donc aussi 



cela donne 



ïou en ajouunt , 



^+^'r•— «'=^' 



r— /j(-*'=« .'* 



^qnation que l'on reconnaît poar celle d'une chaînette dont l'axe 
principal est celui autouc duquel, la- révolution s'etdcate (*). 

Soit proposé , en second lieu , de trouver la courbe pour laquelle 
l'aire comprise entre un arc, tes deux uornuiles extrêmes et ('arc 
-correspondaiit de la développe'c soit un maximum ? 

Soit u l'aire donc il s'agit , et- r le rayon de courbure ; ou aura 



d»=|r/c!+j^=ii±£21^i!i±JC = '^'.^ , 



d'oii 



(*) Vo^rn AnnaUi y tom. I , pag. 58. 

■.. ■ ' !■ ; ■ , J. U. G. 
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, 

de sorte qu'il faudra poser 



on aura donc ici 



JI^-==o, 






Q=- 






j? , s seront nuls ; et comme ni 4r ni / n'entrent dans V ; 

nous pourrons faire usage de l'équation (£) qui se réduira à 

et deriendra f par les substitutions , 

. . '■J+'"L=Cf+c'.. 

Ihfaadra' intégrer cette dernière équation , et déterminer lès quatre 
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constantes arbitraires , en exprimant que la courbe passe par les 
deux points limites , et qu'en ces deux points Qf et ^" sont nuls. 
Mais si l'on veut seulement savoir quelle est la nature de la 
courbe ," on remarquera que , > désignant toiijours le rayon de cour- 
bure , son équation différentielle revient, à . 

ce qui donne snccessivement 

■-•:■;■ ilgur.', ' 

■ : / ' 
c'est-à-dire , 



(.•+P'>i 



:(C-C>)dx,- 



ràr=Cij:—C'àf 

d'où , en intégrant et transformant les constantes , 

r'=Cx+C'x+C" . {■) ■ : • 

On peut faire^disparâttre ces~ constantes, en chçisissant les axes 
d'une manière convenable. On peut d'abord porter l'origine au point 
pour lequel le rayon de courbure est nul. En désignant alors par 
a , f3 les coordonnées de ce point , on aura 

, " ■ / . / Çtt+,Ç'^C"=6 '; . ,_ , (a) -, ; ■ - 

Nous pourrons ensuite faire tourner le système des axes antotif 
Ton. Xri. ' 21 ' 
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d£ Ut nouvelle origine ( « , ). I^s formalM gëa^rales de c«Ue 
ttftusticM'iMatioa t^Uot , commâ l'oa sait 

dr=a+/Cos.OT— uSin m , y=:^-^tSia^-\-uÇo$.m 
on trouvera , en substituant dans (i) et ajant ^gard & k relation (a) 

r*=t{CC<».m-{-C'Sinjn)+u(C'Cœm'~CSiujn) . 
L'angle m étant arbitraire , on pourra en disposer de manière que 

il en résultera 

C 



Sin.nï«— * 



on ani^ conffé^uemment 

on, en transformant les constantes 
Soient faiu 






il en rémlter» 



yidyi I yi<te t ia 
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^nation qui appartient à une cycloïde eogendr^e par un cercle 
dont le diàmi-lre est ^gal II a. 

Souvent la courbe qui doit donner le maximum ou le minimum 
est assujettie à certaines conditions de constance , comme d'être 
d'une iQRgucur donnée , de produire une aire de r^ruluHon de 
grandeur donnée, etc. On exprime ces conditions en écrivant que 
les variations des expressions des fonctions qui doîvcot demeurer 
coQStanies sont nulles. Ainsi , soient les eouxlitions 

jvi^x^v , yr^dras/" , fv"àjc=i'i' , ■ 

ca nombre quelconqtie , ou écrirs 
Soit , da reste » 

la conditioa du maximum m an tntmrnam. 

Il est clair que , si une foncticm a un maximum ou un mim-^ 
mum , elle en aura encore uVi si ob Jni ajoute des quantités cons- 
tantes ; puis donc *{\x^ /F'àx , / F'fix //y'àx , sont con&- 

taoles^ilensetademénte &.fnf^Vt^x\,:^fyn^^c"'JV'"àxt , 

£ , e" , e"' f ^„ représentant des constantes' indéterminées ; donc 
on devra avoir 

i(/rd*+ry-r'd*+^^/r''d>+:..)=i/(r+^r'+/:''r''+...)d:r=o . 

Nous pourriMsteaiter li/t^+f^Pr^^^^ 
avons traité i/Fàx , dans ce qui précède , et nous trouverons ainsi le 
maximum ou le minimum ychHi^,^«ec les conditions auxquelles 
il doi* satisfaire. Mais-, une ibis parvenus,^ J',é^a«ioti.ia4â4o)«i il 
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faudra la déterminer de manière à satisfaire non seulement aux 
conditions que nous avons indiquées , en tnitant du maximum et. 
du minimum de J.VAx , mais encore aux conditions 'JV'&x-=:l' , 

fV"à.x=l" , ; et c'est à quoi serviront tes conslanlea c' y e'* , 

c"' , Il était nécessaire de les introduire , pour n'avoir pas 

moins de quantités à déterminer que de conditions à remplir. Du 
reste , nous aurons ici autant de conditions qu'il eu faudra pour 
en assigner les valeurs. 

Soit , par exempte , à trouver , parmi toutes les courbes isopért^ 
mètres, celle qui a la plus grande aire. 

On a , en général , pour la courbe de plus grande aire. 

hfyà.x^Q , 
Si / est la longueur donnée , on aura , en outre 



nous poserons donc 



nous aurons ainsi 









et tous les coefficiens ultérieurs seront nuls. L'équation (D) qui est 
celle qui convient a«eas actuel , et'qtii se réduit'*' 

deviendra, «u substituant '- '. ' 
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011 


bien 




r-K/ 


<+p-= 


V'+P 


= +C ; 




ï+ 




=c , ^ 


d'où 


^= 


'£= 


et 


par suite 











(f— Clily 



:=df I 



•e qai donne , en int^rant 
e'e|t-à-dire , . 

équation du cercle. Il restera à déterminer les constantes c, C, C » 
par les conditions que Tare se termine à -deux points donnés, et 
que sa longueur entre ces deux points soit ^ale' à /. 
II est à remarquer qu'ayant dû poser ici 

^4r=o ; d/3jr(/i4.^»=o j 

ce sont aussi les' mêmes équations que nous aurions po^es s'il araili 
été question d'assigner , parmi les arcs de courbes qui compreoment 
une aire doDuée, celui de moindre longueur; de sorte que le cer- 
cle doit résoudre « à la fois , les deux problèmes. U est clair , ea 
efiet y que si , à longueur égale , le ctrcle embrasse la plus grande* 
aire, il s'ensuit qu'il contient le plus de. surface sous le moindre 
développement possible ; et , par suite , à aîre égale , il aura la 
moindre longueur. 

Proposons-nous encore d'assigner , parmi les courbes isopérimè-^ 
très , celte qui engendre l'airé de révolution minimum ? 
■ Nous aurons ici l'équation 

En faisant 
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„ , ày A-f 
noue ^aalion d«Tieiidra 

^quatîoo qne nous avons d^jà traitée ct-dessas , et qai boiu « con- 
duit & IVquation de la chaiDette '; c'est donc encore cette courbe qui 
résout ce dernier problème. Il arrire seulement ici que son axeprin- 
cipalse trouve à la disunce c de l'axe de révolution. Du reste, la coii«>. 
taate c , ainsi que les autres qu'introduira l'intégration de l'équatîoa 
indéSnie , provenant de ify'y/ x^'^.èa sso « se détertmueioiil comms 
dans l'exemple qui précède celui~ci. 

§. VL AppUcatitn mus jMcHont et trois ^iwiahïet^ 
Si, dans l'égaatioa 

iT contenait , outre jret^, une troisième variable,.): liée aus d'eus 
premières par utie équation de relatiou- , on l'exprimerait au mo^ea 
dé «ellds-ci, «t on itnieaerait F k ne plus-contmir ^insi que jt^ 
r , ;> . y . — 

Qu'il soit qocftiîon , par exemple ,. Sa tronver la eoarbe la moins 
longue qne l'on paisse tracer sur tin cylindre , entre deux points 
de H surfacK £a prenant l'axe du' cylindre peor axe des y etdë~'' 
signant pax û son rayon , réquatioa de sa sarfiioe seni' 

On anra ensuite , pour la longueur de l'arc 

de sorte que la condition du minimum sera ; ^ 
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On aura donc ici 

Comme y manque dans V , nous pourrons prendre pour équation 
indéfinie l'équation (C) qui , dans le cas actuel , est simplement 
P^C\ c'est-à-dii-é , en substituant, 



V 



= =C. d'où /.= S=— ^ 






M qui donne , en intégrant , 

Si. l'on prend l'une des extrémités de l'arc dans le plan des yz t 
i nne distance b de l'axe des z , on devra avoir * en même temps , 

#=0 ; y^h ï ctt mettant ilonc simplement C pour ; 



Vi- 



ypzC . Are (Tang.=: V\^h \ 



dans laquelle C se déterminera en fixant la sttnaUoa de l'antre 
extrémité de l'arc demandé. 

L'équation que nous venons d'obtenir est celle d'une fcéitce ; et 
'c'est ce qu'il' était facile de prévoir à l'avance, La plos courte 
ligne qu'on puisse tracer sur un cylindre , entre denx points de 
^ surface , doit être telle , en efiet , qu'elle demeure encore la plus 
courte, en développant la surface de ce cylindre sur un [dan; il 
faut donc que , par l'effet du développement de twtte surfaeet elle 
devienne une ligne droite, ce qui est la propriété caractéristique 
de l'hélice. 
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§. VU. Examen du cas des limites pariahhs. 

Nous avons vu , dans ce qui pr^ède , comment , quaud on fixe 
les deux limites entre lesquelles le maximum ou le mininfum doit 
avoir lieu, ou peut déterminer les an constantes qu'introduit, ea 
gcnëral , l'inK^gralion de l'tîquation indéfinie 

d* d*» àxi *^ 



On pourrait ne pas donner proprement les denz limites, maïs 
seulement les assujettir à la condition de se trouver sur deus cour- 
bes données. Il y aura alors 2/14-4 inconnues à déterminer, savoir, 
les 2n constantes c ^ c' , c" , .»., introduites par l'intégration de 
l'ëquatioo indéfinie, et les quatre coordonnées Sf* ^ y' t x"_y y^ , 
des deux extrémités de la courbe cherchée. Or ici les àx' , fy* ,, 
ix" y iy" ne sont plus nulles ; mais, ptiisquelles ont lieu le long 
des courbes données , ce sont les dîfTérentielles des coordon- 
née* de ces courbes. En prenant donc les différentielles de leur* 
équations , nous pourrons exprimer iy* et iy" , respectivement , en 
fonction de ix' et ix". En faisant la subsUtution de leurs valeurs 
dans la première partie du développement de d/T'd^r, il s'y trou- 
Tera an variations iiy' y iy" i ^p' y ^p" » ■•• * dont- nous pourrons 
séparément égaler les coefllciens à léro. Ensuite, «■', y' y x" y y" ^ 
devront satisfaire aux deux courbes données, ce qui fournira deux 
relations \ ils devront enfin satisfaire à la courbe trouvée , ce' qui ea . 
fournira . deux autres; de sorte qu'on aura en tout 271+4 condi- 
tions poux déterminer les in-^^ inconnues. 

Supposons , par exemple , que l'on demande uue oourï>e , qui se 
terminant à deux hyperboles équiktères 

Vax— • v" — 
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produise une aire de révolution maximum autour de l'axe des x. 
On posera toujours 

5/>-dxi/7+^=:o ; 
ce «mi donnera , eu opérant comme ci-dcs5us y 






Pour déterminer les deui constantes e ^ c' , ainsi que les points ex- 
trêmes de la courbe , c'est-à-dire , pour déterminer les six ÎDcon- 
Bues c, c'y x' y y' , s" y y" ., nous écrirons les premiers ternies 
du déTetoppement de ifyAx^T^* ^ qui sont ici 



Or » la dîfférentîatioQ des équations des deux hyperboles donne 

ây-'= iix' , «r"=-l hx" , 

en substituant donc , il viendra 



vfe(-^)-- 




n faudra donc poser 








el comme d'ailleurs 








cela reriendra à 






^w '£.='>■. 


Tcm. Xri. 
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rquatioDs qui espriineut ^u'aim points liiuîtee la chaiaette génératrice 
duît f'ire normale aux deux In'pcrltolos dounées. 

En remplaçant , daus ces tqualîons p' et p" , par leurs valeurs , 
déduites de t'équaliun de la chaiuelte ; savoir 

f- Ù («+~-^- ~-^) , y = ^, («+ ~ -c-e--). 
elles <}evientieiit 

z£c'x''—a'fe ~—c^e ^Js=o, 3<:r'*"'+\* " — <^*~ ' j=o • 
On a d'ailleurs 

on se trouve donc aTDÎr six équations, pour de'lermîner r , */ , .r', 
y', x",y", ' ■ ■ 

Si la courbe qui doit satisfaire au .maximum ou an minimum ^tait 
assujettie à des conditions de constance, comoie d'avoir une aire , 
une longileur , etc. » ^^termia^ , il serait facile d'opérer comme il 
a déjà été dit. 

Si cependant ces . condïtioaS , an lieu d'étrê exprimées par des 
intégrales , l'étaient par des équations algébriques ; si , par exemple , 
au lieu de àaxvtiCifVàx^l, ou donnait i^{xi y y* ^ '" t y" » /)=o ; 
on remplacerait d'abord y' et y" par leurs valeurs en x' et x" , 
ce qui donnerait -^{x' ^ x" , /)=:o , d'où Sx"^ix'9(s' , l). Kem- 
plaçant donc Âr'^ par -cette valeur , on nierait plus que le coefficient 
de Sx^ à égaler à xéro > ce qui ne laisserait plus ^ue 3«4-3 rela- 
tions ; mais celle qui aurait disparu se trouverait alors suppléée 
par l'équation donnée if(x^t y'* x" i y" > l)—o. C'est aiusi, par 



y Google 



MÉTHODE DES TANG.* At^X SPIRALES CONIQUES. 167 
exemple, qu'oo en agirait, si la chaînette qui d&it se terminer aux: 
deux hjperholes ëlait assujettie à avoir une corde d'iina longneiir 
donnée. L'équation de condition serait ainsi {a:'—x^'j*-\-(^y'-~y*'y^l'. 



GEOMETRIE DESCRIPTIVE. 

Méthode graphique pour les tangentes à la spirale 
eonicfue ; 

Far M» H. GAflBmsKi , Professeur à rUaiversilé royale de 
Varsovie. 



ul , tandis que la génératrice d'un oône droit sq ment oniformé- 
nent sur la surface convexe àp ce câoe , ua point parti du som- 
met parcourt nnïforme'mènt celte génératrice mobile ; ce point dé- 
crira , sfir le' cane , une courbe à double courbure , que nbus ap- 
pellerons spirale com<}ue^ X^ but que nous nous proposons ici est 
de découvrir une médiode graphique pour mener une tangepte à 
cette courbe , eu l'un quelconque d^ ses points^ 

Supposons , pour fixer les idées « que l'axe du cône s<nt verti- 
cal , et coupous-le par un plan horizontal quelconque » la projec- 
tion de lil génératrice mobile sera une droite tournant uniformé- 
ment st^r ce plan , autour de l'un, de ses- points , projection du. 
sommet du cône ; et la. projection (Ui point générateur sera un 
point parcourant uniformément cette droite ,. à partir du: point fix« 
sur lequel elle tourne ; c'est-à-dire, que la.projection du point gé- 
nérateur de la spirale conique décrira une spirale ^Archimèâe , 
laquelle sera ainsi Ibt projection horizontale de cette, coucbe à dou- 
ble courbure. 

Soit , en second. liea, un cylindre droit de même axe que nï>tce 
c^ne , et d'un rayon quelconque. Si l'on projette la- géuéraijîce 
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mobile de ce côuesiir la snrtace convexe du cylindre , par un plan 
passant par l'axe commun , sa projectioa sera une gi^ne'ratrice mo- 
bile de ce cylindre , parcourant uniformément sa surface convexe. 
Si de plus on projette le point gi5nërateur de la spirale coni(jue, 
sur ce m^me cylindre, par une perpendiculaire à l'axe commun, 
sa projectioa sera un point dik^rirant uniformément la gÀiératrice 
mobile du cylindre; c'est -à^lire , que ta f)rojection du point géné- 
rateur de la spirale conique sur le cylindre , faîte comme il vient 
d'être dit , décrira sur ce cylindrt la courbe à double courbure 
connue sous le nom A.'hélice, 

Il suit de là qiie le lieu des perpendiculaires abaïsse'es sur l'axe 
du cône, de tous les points de ta spirale conique, est la surface 
gauche connue sous le ngm à'kélicoTdt.', surface dont la généra- 
trice sera constamment horizontale , et aura pour directrices de 
SOI* mouvement, d'une part l'axe commun du cône et du cylin- 
dre , et de l'autre , indistinctement , la' spirale conique ou l'hélice 
tracée' sur le cylindre. 

{ja spirale conique se trouvant donc ainsi l'intersection du cône 
et d'une hélicoïde , il s'ensuit que si , par un quelconque des points 
de cette courbe , oh mène deux plans tangeus l'un au côue et 
l'autre i i'hélicoïde , l'intersection de ces deux plans sera la tau- 
gente à (a courbe en ce points ^ 

Ces préliminaires ainsi entendus , convenons, à l'exemple de M. 
Tallé, et pour abréger le discours, que généralement le symbole 
(P , Q) représentera le point ou la lijne dont les projections hori- 
zontales- et verticales sont respectivement P et Q. Prenons pour plan . 
de projection horizontale le plan perpendiculaire à l'axe du cône 
qui contient l'extrémité de la première circonvolution de la spirale 
conique, et pour plan de projection vertical un plan parallèle quel- ■ 
conque à celui qui contient ce même point et l'axe du cône. 

Soient ( fig. 4 ) XY la commune section de ces deux plans , (C , S") 
le sommet du côue, (C, S"C") son axe, (A'H'B', A"l>"B''^-3a sec- ■ 
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tion cininlaire , suivant le plan de projection horizontal , (AC'B', 
A"S"B") sa section trian^laire parallèle au plan de projection ver* 
tical , (A.', A") i'ertrémité de la première circonvolution- de la 
spirale conique , (C'A', S" A") la génératrice dans sa situation ini- 
tiale, enfin (M', M") le pmot de la spirale par lequel on se pro- 
pose de lui mener une tangente , et que * pour fixer les idées , nous 
supposons appartenir à la première circonvolution de cette courbe , 
( CH' , S"D") la génératrice passant par ce point , et ( M'C, M"G") 
k perpendiculaire abaissée du même point sur l'aie du cône. 

Concevons un cylindre droit, de même aie que le cône, et ayant 
pour rayon (C'A' , C'A") ; en prolongeant (CM', G"M") , jusqu'à 
la rencontre de la surface convexe de ce cylindre en (H' , H")" 
ce point sera un de ceux de l'hélice et (CH',G"H") une des 
génératrices de l'hélicoïde dont il a été question ci-dessus ; et à' 
laquelle il faudra mener un plan tangent par le point (M', M"). 

Si T par le point (H^,H'') on conçoit une tangente & l'hélice, 
la projection horizontale H^' de cette tangente sera une tangente 
en H' au cercle A'H'B', et elle percera le plan horizontal en un 
point V de cette droite telle que la longueur H'P' sera égale à 
celle de Tare H'A'. 

Soit nne droite mobile constamment horizontale et s'appuyant 
continuellement dans son mouvement , d'une part sur l'axe com- 
mun du cône et du cylindre , et d'une autre sur la tangente- en ' 
(H', H") à l'hélice; cette droite, dans son mouvement, engendrera 
un paraboloïde hyperbolique , tangent suivant (CH' , G"H") à l'hé- 
licoïde; et ces deux -surfaces auront en (M', M") le même plan 
tangent ; de sorte que notre problème se réduit à déterminer , 
pour ce même point , le plan tangent au paraboloïde hyperbolique. 

On sait que le plan tangent à une telle su «-face , en l'un de, 
ses points , a deux ëlémens rectilignes communs avec elle ; puis donc 
que (CH', C"H")'esi un de ces-élèmens, il n'efit plus question 
que de trouver j'autre qtii doit, comme celui-là , passer par le point ' 
(M% M'O- - - 
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On sait aussi qu'un mi)me le paraboloïtie hjpeibolïque peut ^tre en- 
gendre' de deux niuiiières, par le muuveaient d'une droite qui s'ap- 
pn_)e coiitinueilemejit :>ur deux autres, en restant constamnit-nl pa-> 
ralltle à un pliai il.\e , et qit'oa déduit le deuxième mode de gé- 
m'ration du premier, en prenant pour directrices, deux- situations 
quelconques de la gi'ut^ratrice, et pour plan directeur un plan pa- 
rallèle ù la fais aux deux directrices primitives. 

Le point C étant un dus points de l'axe commun du cûue et da 
cylindre , et le point P' un des points de la tangente ù l'hélice, 
en ( H' , H") , et la droite C'P' étant d'aillenrs Iiorlzontale , il s'en- 
suit que cette droite représente une des situations delà génf'ratrice,' 
dans le mode primitif de génération ; et, comme (CH', G'H") en, 
représente une autre , il s'ensuit que ces deux droites peuvent être- 
prises pour directrices de seconde génération du parabol'oide. II. 
faudra prendre alors pour plan directeur un quelconque d«?3 plans, 
parallèles à la fois à l'axe du cône et & la tangente à l'bélice en 
(H', H"), qui sont les deux directrices de première géa^ration ; et,! 
comme la premièra de ces deux directiices est verticale , ce plaa ■ 
ie sera égajemenu 

Faisons passer le plan directeur par le point. (M',, M") , at: 
iTBce sur le plan horiïbnial passera par M' et sera parallèle à HT'. 
Soit Q' le point oii cette trace rencontre CV, albrs la droite me-- 
née du point Q/ au point (M', M"), s'aj^uyanc. sur les deux 
directrices de seconde g^nëcation., et se trouvant en outre dana le 
plan directeur, appartiendra' au paraboloïde j et, comme la droite 
(GH' , Gli"). lui appartient, élément , il s'ensuit que le plan 
conduit par ces deux droite* sera le plan taogem en (M'; M") 
au paraboloïde et conséquemment k l'hélicoi'de;. et devra. Gonsé- 
qnemment contenir Ja ^ngente en. (M' , M") à la^ spirale ooniqtie. 
Ce plan passant par ,l'i»0'''«*nule (G'H', G"H") et par le point 
Q'', sa trace sur le plan horizontal devra être nne parallèle con- 
duite par Q' à G'H' , et coupant H'P' en quelque poiot B'. Pui» 
donc que le point R' se trouve ainsi appartenir au plap tangeot 
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.par (M', M") à l'hélicoïde , et qu'il appartient aussi d'ailleurs , 
comme point de H'P' , au plan tangent an cône par de mOme point , 
.il s'ensuit qu'il .appartient à l'intersection de ces deux plans, c'est- 
à-dire » à la ungeutc en (M', M") à la spirale conique: la droite 
M'R'.esi donc la projection homontale de cette tangente. Cette droite 
M'R' est donc aussi tangente en M' à la spirale d'Archiuiède , pro- 
jection horizontale de cette spimlc conique. Nous obtenons donc , 
chemin faisant , un procède fort simple , pour mener une tangente 
à la spirale d'Archimèdie , en l'uu quelconque de ses points. 

£n projetant le poiut R' sur - le platt Tertîcal en R" et menant 
M"R" , celte dernière droite sera la projection verticale de la Uu- 
^ente à la spirale conique j celte tangente sera donc ( M'R' , M"R" ). 

Cette construction ex.trémement simple d'ailleurs , devient maU 
heureusement illusoire lorsqu'on veut mener la tangente par le point 
(A', A"), attendu qu'alors les points A', M',H',F,Q', R' se 
confondent , ce qui rend la direction de M'R' indéterminée. 11 faut 
donc voir comment on pourra vaincre cette dilHcutté. 

Il est connu qu'une hélice fait en tons ses points un angle con»* 
taut avec les génératrices du cylindre sur laquelle elle est tracée , 
çt, dans le cas présent, si l'on construit un triangle rectangle dont 
un côté de l'ange droit soit égal à la circonférence dont le rayon 
est C'A', «t'dont l'autre soit égal k S"C", l'angle aign adjacem-à..^ 
ce dernier côté sera l'angle dont . il s'agît 

Cela posé , concevons un nouveau pbn de projection horiiontal 
distant du premier de la quantité C"c" et coupant' le plan vertical 
suivant jrj ; il cot^era le cône suivant un cercle dont Iç «llamètre 
parallèle au plan vertical sera ( a'b' , a"è" ) ■, et la tangente lo'c'' 
à ce cercle sera la trace sur le nouvefiu plan de projecrion hori- 
zontal du plan tangent au cône au point (A', A"). Si ensniic.on 
prolonge C'A' d'une quantité A'S égale à C"c" , et que , par le 
point S-, on mène une 'droite faisant avec SC un angle égal à 
l'angle constant que fait l'hélice avec les génératrices du cylindre, 
et coupant A'A" en T ; cette droite ST sera évidemment le ra- 
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baltement , sur le nouveau plan de projection horizoalal , de la tan- 
gente à l'hélice en (A', A") ; d'où il suit que son point T d'inter- 
section avec la prjjeclion horizontale A'A" de cette même' tan- 
gente sera le point oà la tangente perce ce même plan; donc ta 
parallèle TU menée à C'A' par le point T , et coupent t/a" en U 
sera la trace , sur le nouveau plan horizontal , du plan tangent k 
l'hélicoïde en (A', A"); le point X7 appartiendra donc à la fois 
au plan langent à l'hélicoïde et au plan tangent au cône par le 
point' ( A' , A") ; il appartiendra donc , it l'intersection de ces deux 
plans , c'e^t-à-dire , à la tangente à la spirale conique au point 
(A' , A" ) ; ta droit menée du point U à ce dernier point sera donc 
la tangente demandée , dont UA' et a"\'* seront ainsi les projec- 
tions horizontale et verticale; UA^ sera doue, en même temps la 
tangente en À' à la spirale d'Arcliimède. 

Ce dernier procédé , qu'on pourrait aisément étendre k tout au- 
tre point de la spirale conique, oHre cet avantage qlie C'V étant 
arbitraire , toutes les autres lignes employées dans la construction 
auront telle grandeur on voudra. 

Bien que nous n'ayons considéré que des point de la première 
circonvolution de la courbe, H n'est pas diflicile de voir ce qu'il 
y aurait à faire pour des points de cette courbe situés ad delà. On 
parviendra aussi très-facilement à modifier le procédé dans le cas où 
son application obligerait à tracer des droites d'une trop grande 
longueur. 

La méthode de Robwval , qui s'applique fort bien à la recher- 
che de la tangente à la spirale d'Archimède , conduirait également 
k la tangente & ta spirale conique ; mais les procédés dédnits des 
principes de la mécanique , quelque curieux qu'ils soient d'ailleurs, 
neparaistent pas devoir dispenser dos solutions purement géométriques. 

* Varsovie, le 5 août 182$. 
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ANALISE APPLIQUÉE. 

idémoîre sur t avantage du bcmquîer au jeu de. trente 
' ■ -et quarante; 

ï*ar M. le B."" Poisson , de Tacadéniie royale des Sciences, 
Conseiller au Cdàseîl royal' de l'iDStruction publique. 

{^ Lu à F Académie des Sciences le yZ mars 1830, ) 



Xj'ÉvAi^ATipN de$. chances , daos Jçs j^x dç..ha5ac4 1 f ^^ l'origine 
du calcul ^e& prqbabililès , qt l'qbj^t des jpr(>blyèiiies résolus d'abord par 
Pascal , fermât, J^ujgheas 'çt les aptres, géomètres qui,se;£oat les 
premiers occupes. de ce calcuh Çeui; <jut les oat spiyî&daQS celte car~; 
rière, et particulièrement .M. Laplace, ne se $ODt paf bprnës.ù r^u-' 
dre des probK>meS de cette nature ; ils ont ëlendu les ^applications de 
ce calcul ^ des questions d'un plus grand intérêt ; et la tlfëopè 
des probabilité^ est devenue une des branches les plus importantes des 
sciences mathématiques. Mais , .parmi les nombreuses queslions . d'es- 
pèces si difTérentes^.qui dépendent de cette-théorie , il eu existe une 
qui n*a point encore fixé l'attention des géomètres» ou, du moins, 
' j^ n'ai TU nulle part qu'ils, sç .^'^'^ occupés du calcul des chances , 
dans le jeu connu indifféreoMnent sous le nom . de trente et qua- 
rante ou sous celui de trente et un. A la vérité* on trouve dans 
l'Encyclopédie, par ordre d^maUèies, à.la.suit^ MM dçsçfip- 
ûoa de ce jeu , une évalomnour muméàtfae des ctunees. .qu'il p^nkitfit* , 
Tom. XVI n," VI , i.er décembre iSaS. 23 
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mais , avec un peu de réflexion , on s'assure aîstfment de t'ioexac^ 
liuidé du principe sur lequel ce calcul est fonde. Cependant , le 
trente et un «îliiiit le jeu auquel on expose annuellement le plus 

- d'argent , dans les jeux publics > il serait utile do recoouaître 
à priori l'avantage des persounes auxquelles la ville de Paris con- 
cède le privilège exclusif de ces jeux. Cette question d'ailleurs, par 
la coiîipticalioQ\d«s conditioas' du jeu , est un des problè'mes de 
probabilité les plus curieux qu'on puisse se proposer. La plupart 
de ces problèmes se r^lvent, comme on sait , par des méthodes 
uniformes, fondées sur l'intégralioa des «quatîons aux ditfi^renccs 
tîntes et partielles ; mais, dans la question dont il s'agit ici ^ on ne 
tarde pas à reconnaître que l'usage de ces (équations ne pourrait 
^■tre d'aucun secours , et l'on est oblige, pour la résoudre , de re- 
courir k de n6uveau'i moyens. Ceux que j'ai emplo^x^, dans ce 
mémoire , m'ont conduit i dei formules dont le développement , 
suivant les puissances d'une ou de plusieurs variables , fera con- 
naître toutes les chances du trente et quarante que l'on voudpf 

- déterminer;! dc' ta même manière que , dans des questious moins 
compliquée^, le déreloppetuent de la puissance d'ûQ binôme, ou 
d'un polynomË compbsé'dë plus de deux termes, sert à trouver 
la proijabilité des év^ncmeus Composés , d'après celle des évâie-^ 
mens simples. I^ conséquence principale qnr^ j'en ai d^tiite esf 
qu'au jeu du trente et quarante ,V'a.vàntage du banquier esta très- 
peu près égal aux onie milHèmes de la somme des mises , ou , 
autrement dit , que, dans une trèâ-loague suite de coups, celui 
que l'on nomme refait dé trente et un , et pour lequel le banquier 
préiià la ' demi-somme âes mises , doit revenir , à très-peu près, 
i-ingl-àeux fais pour un millier de coups ; ht probabilité Je celte 
J)rop6rlîon pouvant approcher de la ceilîtnde d'aussi près qu'où 
voudra , en prolongeant le jeu conréhablemeou 

■ .r.'-I>e jeu de trent» et quarante «e joue aitec s^.jeux de. cartel 
ctnwplètB, fo^matK en tout 3ta cartes. iLes; figures, cpmpieut. pour 
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dix , les as poar un , et chacune des antres cartes p<mt le nom* 
bre de ws points. Toutes les cartes ëuot mélëes , on tire sncce^ 
«reinent une, denz , trois j..... cartes, jusqa'à ce que la somme 
'des points des cartes dr^ att passe trente ; et l'on s'arrête aussi- 
tôt qu'elle a d^assé cette limite. On fait ensuite nn second tU 
rage , semblable au premier , c'est-Ji-dlre , qae l'on tire de m^me , 
sur les cartes restantes, naè, deux, trois, ....» cartes, jusqu'à ce 
qae la somme, de lenis points ait surpassé trente. L'ensemble d« 
ces deux tirages foràte ce qu'on appelle un rov^. Après le premier 
coup, on en joue un second, de la même manière /are« les car- 
tes restantes ; après celui-ct un troisième i et ainsi de suite , jus- 
qu'à ce qu'on ait i^puisë la totalité des canes que l'on arait d'abord* 
Quand ces 3 1 a cartes sont tirées , ou bien , quand il n'eu reste 
plus assex pour ^re un coup complet, on a acheré ce qu'on ap- 
pelé une taiUe ; et le jeu peut ensuite reiommencer , suivant les mê- 
mes règles, avec les mêmes ou d'autre* cartes. 

Puisque l'on s'arrête , dans chaqne tirage , 'dès qu'on a dt^passd 
trente , et puisque lo est le plus haut point qu'une carte puisse ame- 
Aer , il s'ensuit que chaque tirage oe peut présenter que lo points 
différens, dont le plus petit sera 3t et le plus grand 4o. £n ajou- 
tant les points de toutes les cartes qui composent six jeux complets ^ 
la somme est égale & 3o4o. Chaque coup «nploîra au plus 8o et 
ta moins 62 de ces points ; le nombre des coups qui eomposeront' 
... .. I • . s«4o aolo 

une taille entière ser4 doue t^ojours coii^pris entre 'j— et -7-- ^ 

ou entre s5 et Sa. 

- Avant qu'un coup soit commence, chaque joueur parte contre' 
le iari^uiery ponr l'un on l'autre dés deux tirages dont ce coup 
sera composé. Le tirage qui amène le plus petit point , ou le moins 
éloigné de trente , est celui qui gagne. Le banquier paye aux joueurs 
qui ont parié pour ce tirage une somme égale, à £elle qu'ils ont, 
jouée ^ M il prend les mises des joueurs qui ont parié pour l'au- 
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tre tirage (*). Si tes deux tirages aoiùiient des points t^gaiix , eC 

BupMeurs à 3i , comme 32 et Sa* 33 et 33 4*^ et 40 , le 

coup est nul : le banquier ne paye ni ne reçoit rico pour ces sor- 
tes de coaps; de .socte qae s'il eir. était ^îie inéme pour le coup 
3t «t 3i , le banquier' n'aurait ëTid^mmeot aucun avantage, et le 
jeu serait parfaitement égal entre tes joueurs et IiiL Mais, lorsqu'il 
arrÎTe ce qu'on. appelle uii rvjaù de Si , ou autrement-dit, si te« 
d«ux tirages d'un même coup ainèaent ce -nombre, le coup n'est 
pas réputé iliil ,' et te banquier prend la moitié des mises de tous 
les joueurs. .L'avantage di* baitquier , au jeu de /rente gt fuaraftte^ 
est donc égal* pour clique, coup » à 1^ demi-somme de toutes les 
mises, multipliée par ta probabilité du refait de-3i , relative à 
ce CDup< Ainsi , l'objet prjncipal de ce mémoire consiste à déter- 
miner cette probabilité, Ma^s nous .allons. , auparavant , résoudre 
plusieiv^ problùnes de tiasai^ qui- n'avaient pdint encore été trai- 
tés jusqu'ici, et doutcett* déieruùuatioa oe aéra plus cpi'une ap- 
plication pariiculière. . • 

2. Une urne renferme x, boules portant le numéro i , x^ bou- 
les portant le numéro 1 1 '-^^i. boules portant le numéro 3 , , 

enCn Xj boules portant le niiméro i » le plus haut de tous ceux 
dput les buules , sont marquées ; on tire successivement une * deux , 
trois , ,.^.. boules , sqns les remettra .dans l'urne , après qu'elles 



(*) Comman^ment, pour plus de commodité, lei joueurs, qu'on appelle 
«USfi U^ ^OfVw, f Lffçfft kfur^ Jajae<,t«f If^^^oçd Je.dqux c^rlpo) cirtMlt^L-ca , 
l'an noir, rt^pcmdant au premier tirage de chaque coup, et l'autre roufje , 
ri^ondant^au second ; et de 1^ vient ^ue, dans quelques locatitéa , te trentt 
â' quarante est aussi appelé la rouge tt noire ^ et qu'on dit parier pour la 
couleur ndîre oa pour la roage, aidraot qu'bn parie pour le premier oa 
j^ur lÂ-Hpond-tlcage. ■■■■..;■■■■ n ■ ; 

. -, ,. ■■.-': . . ■. ' . . ; • ' --■'.. -■■ ' ■ j..to.e^ :■■' 
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en sont sorties ; cette suite de tirages se continue , jusqu'à ce qne 
la somme des numéros amenés par les boules ait atteint ou sur- 
passt^ un nombre donne x : on demande la probabilité que cette 
somme sera égale au nombre x ? 

Soit s le nombre total des boules contenues dans l'urne ; en iiortè 
qu'on ait 

*i+*i+*i+ •• +x,=j. 

Désignons par <3i , «7, , <3, , ai-, des nombres entiers ou. nuit-, 

respectivement moindres que x, , x, , x, , ««. s.^ , ou. qui leur 
soient tout au plus égaux : et faisons aussi . 

Par les premières règles du calcul des probabilités , si l'on fait un 
nombre n de tirages successifs , sans; remettre les boules dans l'urne, 
U probabilité d'amçner d'abord .a, boule_ o-t } » ensuite a^ boilles 
n^ 2, puisa, boules, n,* 3 f^.. , «nfiq .«j.bouTes b.P / ^ cn^.*x- 
primée par 



(*t-<.,-i)! (*.— o.— 1)1 ■(*,— o,— 1)1 Cï-^i— I)! 



V-.:.' 



en adoptant , en général , arec quelqiies géomètres , pour la corn- 
modité typographique, l'expression A'., comme le symbole de ,1^2. 
3. ..'.A. Pour en déduire la probabilité d'amener, dans un . ordre 
quelconque , en n tirages , a, boules o." 1 ,' a^ hôuiea W* 3 , a, 
boules n* 3,' ....' ffj. boules u." /, il faudrait muIiipUer cette quan- 
tité par lé nombre -i'.2.3....n de periniùations dgnt sont suscepti- 
bles les n numéros amenés, sr tous ces numéros étaient' difié-* 
renS'; mais, à cause -que' les numéros égaux ne doivent pas être.' 
permutés entre eux , il fandra multiplier la probabilité précédem-^' 
ment obtenue seulement. par* • ' ' - I '' 
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.ce qui diHiaera un produit qui pourra s'écrire ainsi 



A «.'(.r,— «,—!)! o,!(»»— «,—!)! «i!(«i-^j— j)| 

Or, en intégrant, depuis y=o jusqu'à j-=i , on t 
«n faisant donc , pour abréger 

et obserrant que la uffline des eiposans a^, a, , a^ , ..^ «j est 
^gale 4 s f ce produit derîeadra donc 

La'somiiie des numéros amena par cette suite de tirages swa a . + 
atft4-3a,+ »».. +/a :! or, d'après l'énoncé du problème, cette 
somme doit être égale à jr; la probabilité demandée par cet énoncé 
sera donc égale k la somme des râleurs que l'on déduira de l'ex- 
pression ('+i)y^(i — yYTdjr , en y donnant aux nombres 0, , a, , 
tf , , .«... et , toutes les valeurs , y compris léro , qui saUsCont i l'équa- 
tion 
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Donc , si nous disigooos par Y, la somme de toutes les valenn 
de T qui re'poudent à ces valeurs de a, , a^ , a^ , ..... e^, et par 
X la probabiUttS demandée , nous aurons 

Mamteaant , prenons une inilt'termiiive 1 1 et supposons qu'on fasse 

, le produit des séries suivantes : 

«. _^ . ^ «.-■ y*" ■ fi «»— » «■— ^ r*" ■ 
*T" I ' i-r * ' » '('-»» *^ « ' » * 3 "(!-/)> ■''•""' 



"^ I i-r"*" I " a (,-r)i'l^T' a ■ 5 (i-y)! ■**■■' 

«i l'on ordonne ce> produit pàri rapport' aàx puissances de / » il est 
évident f d'après la forme de Y^ que la scmtme X, des valeurs de 
cette quantité né sera autre'chose que' Te coefficient de i* dans la 
série qu'on obtiendra ; d'ailleurs ^ les i facteurs du produit sonr 
' les développement "dos puissances - 

donc , à cause de j:,4-*,-|-*, + +*,'=J » ^1 sera le co^cient 

de f , dans le développement .da produit . 

; (— x/(i-/-b"K('-Tr-ta"'ri-.-: (■■-r+jr'')"' > : 



«Google 



i8o AVANTAGE DU BÀÎTQUIER 

et par- consÀ|uent , ta probabilité X sera aussi te coelTiciènt de ^ 

daus lé développeoienl de 

rint(tgrate étant prise , comme précédemment , depuis yz=o jus- 
qu'à JfSSl, 

3. Pour résoudre le métne problème par te moypn des équattonf 
aux diO'ércnces finies , j'ottserve que la probabilité demandt'e est une 

foAction.d'u nombre x et des nombres :r, , x, , j-, , x., et 

je la désigne par Z , Après le pteoiier tirage, 

cette fonction deriendra l'une des quantités 






suirant^que la boute sortie portera quelqu'un des numéros i ^ a , 
3 y ,.m.» i , respectivement. JLed probabilités de ces érépemess sont 
d'ailletirs respectivement 



or, il ett ^deat que la probabilité Araot le premier thage «si 
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^gale à la somme des probabilités qui auront lieu après , mullipli^es 
chacune pat la probabitilé de l'événement auquel elle répond : c'est 
ce principe qui sert à meure en éjiiation la plupart des problè- 
mes de probabilité ; et , dans la question présente , il en résulte 
que nous aurons 



*»*II*,I*1 



-I , X, 1 , X, 



+ -Z 



x-~a , s, , X,— I , 'x. 



+ -7^, 



-3 , iT, , X, , «■,— 1 , .... 



+ . 



" 



(0 



X — l , X, , Xi 



»i-' / 

X^e méhae raisonnement montre que> si l'on a xzsa , a ^tant 
plus petit que /', on aura 



a — I, *, — 1 , :r, , jTj , 



+- 



a — 2 , Xx , X, — I , X, , 



+ - z. 



, jr, , Xj, , X,— 1 , 



a, X, , jr, , X, *i. 



* > *. t.^a t •*! — ^.. , — 1 . . X,. 



Tom, XVJ. 



34 
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Eli comparant cette (kjuatioH à la précédente , on voit que , pour 
qu'elle y soit comprise, et pour que l'équation (i) subsiste, pour 
toutes les valeurs de x</, il est nécessaire de supposa la fonc- 
tion Z égale & l'unité, quand x=o , et nulle, pour toutes les 
valeurs négatives de x plus petites que / , abstraction faite du signe , 
quelles que soient d'ailleurs les autres variables x, , :r, , x, , .., x.- 

Cela étant, en faisant successivement ;rs3i, ;r=2 , :rs3, , 

daus l'équation (i) , on en déduira 



= ~ Z 

V; t 1 » X,— I , X, .H. Xi 






mettant aussi successivement x,— i , x,— i , Xy — i , , à la 

place de x, , x, , x, , ...... dans la première de ces équations, 

ou pourra ensuite éliminer les quantités 



Z 



contenues daus les autres , et l'on aura 
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et de même » aa mojen de celles-ci , on obtiendrait 

ae, «1 — I a?i— » , «, «i , x, 

3,*, ,x,, .... a:r~~r *— I ' »— a "•" T ^^ * * ' 

et ainsi de suite , 

De cette manière, on calculera aisément la probabilité demandée , 
lorsque x sera un petit nombre ; mais le calcul deviendra imprati- 
cable , dès que ce nombre sera un peu considérable ; et il faudra 
alors recourir à l'intégrale générale de l'équation (i). Cette équation 
linéaire a ses coefficiens Tariables ; néanmoins , si l'on multiplie tous 
ses termes par s , ses coefficiens ne renfermeront les variables qu'au 
premier degré ; circonstance d'après laquelle il sera possible d'in- 
tégrer l'équation (i) par le moyen des intégrales définies. Mais 
cette méthode ne conduirait que très-difficilement k la solution du 
problème que nous bous sommes proposé; c'est pouquoî nous nous 
bornerons à vérifier que la solution que nous avons trouvée satis- 
fait à l'équatioa (t) 

4 Soit, pour j parvenir , 

^Z «T ; 

S indiquant une somme qui s'étend & tontes tes valeurs entières 
et positives de x , y compris s=*o , et jusqu'à x=z os. Les valeurs 
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de la fuDctton Z qui n^pondent à des x négatircs étaui nulles > d'aprèi 
ce qu'on a dit plus haut, on aura 



XfZ^ 



=f''T_ 



i' étant un nombre entier et positif; el , à cause que cette fonction 
l'estégale à l'unité quand 3^ = 0, le premier terme de la fonction 7" 
sera aussi ^gal à un. Si donc nous multiplions IVquation (i) par 
ix , que nous donnions ensuite à x toutes les valeurs comprises de- 
puis x=i jusqu'à ;r=oo , et que nous fassions la somme de tou- 
tes les équations qui répondent à ces valeurs , nous aurons pour 
résullat 



d:,,a^,,....T,.""* ; 



t St—l , JTj , X, , .M. X; 

4.— r 



+ 



(=) 



D'aîUeuis , en ayant égard à l'expression de X , trouvée à la fin 
du n.* I , et qui doit aussi être la valeur de la fonction Z , <M 
voit qu'on doit avoir 
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rint^ale étant prise depuis y=.o jusqu'à /=i ^ la question con- 
siste donc à vérifier que cette valeur de la fonction T satisfait à 
l'ëqaatioQ (2) , quelle que soit la variable /, 
Or f je fais 

Y • a , du 

— — =at , ou y= -— — , et ay=* ■ . ■ ; 

et t pour abroger > 
l'équation précédente devient 

et rintégrak devra être prise depuis u=o jusqu'à if=co. En met- 
tant successivement, dans cette équation précédente a:, — i y x — i ^ 
X|— 1 , .... jTj — I à la place de :r, , jr, , ^, , ..... jTj ^ et , en même 
temps, s—i à la place de j, on aura 

jr,— I , ^, ( -^i 



mais, en différentiant 17 par rapport à «, on» , 
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IX,(l + Ul) .(l+B/')' (l+W'j' 

iV _^ I +/'J:,(l+Irt)''.(l+a/*)'' '— • (■+»'')'' 
+ 

I +M,(i +«/''.( i+o;")'-...... (i+wi)''"' 



fl , si l'on compare celle ëcjuatîon aux pr&élenles , on en con- 
clut iacilemenl 



'h 



^1— I f X- , jr, , „., j:, 



+''^.r 



+")■+■ 



s, ,x,— I , :r. 



Au moyen de ces r^sullals, lV«]uauoo (2) devient 

mais , en intégrant par parties , il vient 

/ JP _ V .. . /* Pd. 

i la limite tf=so, ou a E^ssi ; à la limite uss» , on a 



(3) 
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(!+»)*' 



parce que f/ est le produit de s facteurs du premier degré par rap- 
port à u ; on aura doue 

ce qui rend ideodque l'éqaation (3) qu'il s'agissait de r^rifier. 

5. Maintenant, proposons-nous ce second problème: les mêmes 
choses ëuat posées qne dans le premier, on fait une première 
suite de tirages que l'on continue jusqu'à ce qne la somme des 
numéros amenés ait atteint ou surpassé le nombre x ; ensuite , 
sans remettre les numéros sortis , on fait une seconde suite de ti- 
rages, que l'on prolonge jusqu'à ce que la somme des numéros 
amenés ait de même atteint ou surpassé un nombre aussi donné 
x* , on demande la probabilité qu'on obtiendra , & la fois, la somme 
X , dans la première opération , et la somme s' , daus la seconde ? 
Comme dans le premier problème , la probabilité d'amener , dans 
k première suite de tirages et dans ua ordre quelconque , a, bou- 
les n,o I , d, boules n.* a , «j boules n.* 3 , ..„. 0j boules □.* j, 
' sera exprimée par 

Blfr— 11)1 »,! «.1 «.[ 



cet érénement ayant en Tien , la probalûlité d'amener à la seconde 
suite de tirages, aussi dans un ordre quelconque , J, boules n.* i, 
ia boules n.'a, ^| n.* 3, -.-. if boules n.** j, sera 
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en désignant respectivement par « et n' les nombres de imm^ros 
qui composent le premier et le sccoud tirages , c'est-à-diie , en 
faisant 

*.+*.+*,+ H-i.=n'. 

La probabilité de la succession de ces deux ërJnemens l'an & l'an- 
tre sera le produft des deux probabilités ,ijui leur correspondeot , 
lequel produit pourra s'écrire ainsi 

b')'(J— "—"')! "!«'' *iî *.' *i! 



or, en intégrant depuis /=o jusqti'i /si-, et depuis rsso jusqu'à 
xsi , nous avons 

de plus en faisant oczsi , après la difTérentiatlon , nous aTons aussi 

»+»'+'= —57- '■ . 
c« qui change la dernière .^Dation .en celle-ci . . . . ' 
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et, au moyen âe ces valeurs et de celles de /i et n', le précédent 
produit sera égal à ■ 



('+o^Jpi:'-ry'"i/i^ i ,, 



€n faisant, pour abréger • 

ci l'on désigne par X^ , en général , le prodail 

Ilndic^ m ^tant un des nombres compris depuis i jusqu'à /. 
L'énoncé du problùme exige que l'on ait 

' J.+2i,4-3i, + ....+/;.=*' î 

donc, si l'on donne, aux nombres, entiers positifs rf, , », , a,i,,n 

à-, 3, , 3, .' h, h; , toutes les valeurs possibles qui satisfont; 

à ces couditions, qu'où appelle P, la somme des valeurs corres- 
pondantes de i^t et/> la probabilité demandée pai ce même éuoncé ^ 
on aura 



^=H") r. ffi'-yrfi^y^- 



Tcm. Xn. 
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Mats , t et $ étant deux indt^lcrminëes di0^rentes , on peut re- 
garder JT^ comme le coeQScieot du produit/ "".0, "'^dansled^ 
TeLoppemeot de la puissance 

d*oà l'on conclut c[ue P^ sfia le coefficient de /"d" , dans le d^ 
veloppement du produit 

ordonna suivant les puissances et produits de puissances de / et S ; 
donc enfin, à cause de x = *i-|-vr,+x,4*'"—+-*'i » la probabilité 
p , qu'il s'agit de dt^terratner sera le coefficient de f^ , dans le 
développement de cette (juaatité 

('+•) ^^/yT— r+r<«+(— •'Wl •■{ -rr-b-«[-"'-H— ^y}) ''- 

en se souvenant qu'on doit faire as i , après la diflTércntîation in» 
diquée» et prendre les intégrales depuis _^=o et z==o» jusqu'à 
^^1 et x=:i, 

•Si* au'lîeu' d'une ou de deux suites de tirages^ comme dans 
Fe' premier ou le second problème que nous venons de résoudre', 
it y en avait troi» ou un plus grand nombre , l'analise précédente con- 
duirait à la solution de la question ; mais il siiOit à l'objet prin- 
cipal de ce mémoire d'avoir considéré le cas de deux suites de 
tirages, qui est en eftipt- celui quç présente Iç ^tfo/tf et quarante , 
d'après les règles de ce jeu , énoncées plus bai^ 
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'Ci ^iaer appliquer la solation àa second problème au calcul des 
«KâVreAtcs (hances du trente et çaare/jfe , il suffit dé remplacer les' 
Jtooles ùumétotées que noôs avons considérées par des cartes qùî 'por- 
teront les numéros' marqués par leur nombre de points , lesquels 
«'^tendront, par conséquent, depois i jnsqd'à' lo; les âgurcs comp-^ 
tant pour ce dernier nombre. On aura, par exemple, la proba-' 
bilité du refait de 3 1 , à un coup quelconque de ce qu'on ap- 
pelle une taille , en faisant x=tx'==ii , et prenant pour x, ,x,, 
*! , «.— X. , les nombres de cartes de chaque espèce qui ne sont 
pas sorties anx coups précédens ; en sorte que cette probabilité , 
et Tarantage du banquier qui en dépend , varieront d'un coup à 
vn antre d'une même taille , Â raison des cartes déjà sorties. Mais 
il est important d'obserrer que ,- pour déterminer l'avantage du ban- 
quier, avant que le jeu commence , c'est-à-dire , la fraction de cba- 
.que misfc qft'on devrait liii- abandonner pour qull renonçSt à cet 
avantage pendant tonte Fa durée du jeu , il suffit de calculer la pro- 
babilité du rifaii de Si , au premier coup seul^tnent , du quand ' 
les six |euz de cartes avec lesquels on joue sont encore complets. 
£n effet , lorsque ces eârtes ont elé mêlées , s'il existe une chance 
quelconque pour. qu'un événement ^ arrive au premier coup et 
un événement B k nn autre coup / au dixième , par- exemple ; il 
j a exactement ta même chance pour que l'évéuemeot B arrive 
au premier coop- et l'évënenient A au- dixième ; car (m peut for- 
mer nn autre arrangement de toutes les cartes , qui ne ^iff^e de 
celui que te hasard a dbnmr'qn'en te que les* cartes qui sortent 
au premier coup sont ren^lacées pa« celles qui sortent au dixième » 
et fice versa \ et, coiÀmb ces deux arrangemens sont également 
possibles , il en résulte qu'avant que le jéa commence Ta probabi- 
lité d'un refait de 3-1 est k même pour le premier coup , pour le 
dixième, ou.pour, Tout autre' ^up. Elle ne Tarrc, pendant rft-.du^éé 
du jeu , que pour les jotfeurs qui ont la connaissance des cartes sor- 
ties ; mats un joueur qui ne ne Tes connaîtrait pas devraft pariçr 
la méoie somme à tons les coi^^ poiu l'arrivée d'un refait de 3i. 
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Celte . considérattoD fort sitnplf r^d possible ^a dëiermioaKon'de 
Tavantage du banquier , en la réduisant au calcul de la seule cbancé' 
qui a eu lieu au premier coup. Obser,vons.aiissi qu'on pourrait dé*' 
terminée cet avantaj^e , en calculant la probabilité du refait de 3i ,' 
à un autre coup choisi à volonté; mais it iaudrajt faire, une fay-.; 
potlièse sur les cartes sorties aux coups précédens-, et mqltipUer : 
la probabilité qu'on trouverait par celle de cette hypothèse , ce 
qui rendrait le calcul extrêmement compliqué. 

7. Au premier* coup, que nous nous bornons à considérer, les., 
«ârtes sont an nombre de 3i3 ; les neuf premiers nombres j^, , jr^ , . 
j:\ , ...... x^ , sont tous égaux à 24; le dixième seulx,, est dîf- . 

féreut , et quadruple dtt chacun des premiers. Ainsi , il faudra faire . 

.J = 3i3 , x,Bs*,=x,s: ssxt=^.f=i4 t *i«=96' 

Soient de plus , pour abréger , 

/ 



■-«[z/' »+(i-i)6' "]=î, , S 



et , enfin , ' 
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OÙ Ton fera ûc=i , après la diff^rentiation , en int<îgrant ensuite, 
depuis y=o et ^=0 , jusqu'à y=^ et z=i. La qufstîon se r^ , 
duira à calculer le coefficienl de ^''g*' , dans le d^veloppemenl de . 
cette quantité {7, suivant les puissances et produits de puissances 
de / et d. Le nombre des fecleurs de K, et h grandeur de leurs 
exfosans , xeodraient impraticable le calcul figoureux de ce coeffi- 
cient ; mais on peat réduite l'intégrale JYAy en une série conver- . 
geste , au moyen de laquelle oq obiieadra , à tel degré d'approxi- 
malion qu'on voudra, la valeur du coeflicieut demaudé. 
Pour cela , soit 

-- , '- — ir ' - 

nous aurons • 



et , par one suite d'intégrations par parti es , nous en conclurons 



les indices o et i indiquant respectirement qu'il faut faire 'j=o 
fl j— I , après différentions. Cette -série est une de celles que M. 
Laplace a donné , pour calculer par aipprôximation , les mtégralet 
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des fbnctioas àe grands, nombres, fl est aisé de s'assarer qtte Ta 
Becosde partie , qui répond à Jrsi', ne donnerait en Fa dëvelop-' 
pant suivant les pui^oces et produits de puissances- de ^ et , 
que des termes dans lesqueb la somme des nposans' d« ces va- 
rmbles. sn#|»$seraieRt frbH-ax,-f-3jr,+ ...... -f-tojr,,;' en sorte que- 

MQta devons en faire abstraction: dans la qoestion présente i_ àiona „- 
à' caue de y^=i » nous auions simplement 



Hou 









Si dbnc nous d^veloppon* le dËnomîttateur de cette expression stû^ 
Tant les puissances- de j^» at que^n. ét&DL uit' nombre mielcon- 
qtio ^ nous- fiission» 

3 ta nésultsrft' 

r= : r 

et f en- sabuitaaitf cote, râleur dàn» «ell* itJYây ^ <m tronvert- 






Z,J "'^ Z,? Zj 

A cause du nombi»^ et d^ la grandéar des quantités: j-j, j?!.»-.. 



y Google 



AtJ TRENTE IT QUARANTE. i^ 

M^ \ «Mt. JTi • , ^' elles r«iifennciit , les eipivesions^, , ^,, Z^ , .„. 
«Dt de grandes valeofs, et toutes da même ordre de candeur, 
'^'ob U résulte que «ne s^rie eet trés-coBTcrgente , dn moins dans 
ses premiers terme s ; car les coefltciens numériqaes qui se Irouveiit 
à leurs numérateurs croissent iDdéfiaiœnt , et finissent par rendre 
cette série divergeate. Mais , e^ s'«n lenvit à . la partie dans la- 
quelle elle est convergente , oh aura une expression très-approchée 
de JYày ; et , j£ doiis nous bornons d'abord à sou premier terme , 
|iou9 anroM 

poQr la Taleor correspondante de 17. 

' La valeur de ^, est la même chose qtl« 

^,=J— «T— a;i— z)e , 

.a faisant, p^nr abroger , 

e=J^,8+Jr,8■^■J^,S'^ \-*,fi", 

si OK la substitue dans V , et que l'on y fasse «= i , aprcs aroir 
efièctué la dilT^rentiation indiquée , ou aura 






a, en iui^nat, depuii ns6 jnsqu'i Ja>(, il vient 
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Or , tes deux symboles T et & représentaiu des foHctîonS' SHnbIia<- 
hlcs de / et , les cocfnciens des mêmes .puissances de leurs varia» 
blés respectives serout les méuies dan^ les développcmens des deux 
puissances. 



(-f)-. (-t)-^ 



désignant donc par i le cocfficieHt de /*», dan» le pFemCer d«. 
deux développemens , et appelant p la probabilité du lefait de 5ï-, 
ou le coefficient de /''Q*' , dans le développement de Uy nous- 
aurons. 

P= '* X 



ie sorte qu'il ne reste ptus qu'à calculer £a vateur onmérlque <&■ 
ce coefficient jt, .. 

I 
8. Avant d'effectuer ce cafcul , nous olaerverons que k quantM 
2 serait fa probabilité de 3i simple, et, par conséquent, &* celle- 
du refait de 3i., si IW remettait les cartes dan» le jeu , à mesure- 
qu'elles sortent. En effet, dans cette hypothèse , il est aisé de voir, 
d'après la théorie* des. combinaîsoDS , que la probabilité 'd'amener 
une somme donnée x , dans un nombre déterminé m de tirages, 
successifs y. n'esL autre chose «jue le coefficient de f , dana le dé- 
Teloppement de la puissance . . , - . ' 

(T'+T'-+r''+--tv'")'v 

, T" 
*" "' "JT i pai cmséqaait ,. ht piobal>ilit< d'amenfr celle mime' 

somme en un nombre quelconque de tirages sera le cociUufat de 
t* dans le développement de k série 
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T + - +—+«'+ — ' 
qu'on peut à volonté arrêter an ar.** terme ou prolonger à l'infini ; 
(m y peut aussi ajouter l'unitë j et alors elle devient ëgale à — L_. ^ 

ce qu'il fallait démontrer. 

. n résulte de cette remarque qu'à raison du grand nombre de 
cartes que l'on emploie au trente et quarante , la probabilité du 
3i au premier coup est peu diS'érente de ce qu'elle serait ^ ^ Ton 
s'assujétissait à remettre ks caites dans le talon , à mesure qu'el- 
les sont sorties. Ce résultat qui aurait aussi lieu au premier coup » 
pour toutes les antres chances du jeu , est évident en lui-même ; 
et on peut le considérer conraie nne vérification de la méthode 
d'approximation employée dans le numéro précédent. .^ 

g. Faisons usage présentement des valeurs ttaménqnes de j » ^, , 
^« t X, , X,,. Nous aurons 

où l'on a [fait , pour abr%er , 
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ei, en (lëreloppant d'abord suivant les puissances de /'" , il vient 



I— f «■0—0(3— 4f)fi* a'(i— f)(3— 4f)*f'* giçi— f)(3— j/yt^ 

" i-(i+B)r"** [i-(i-Ht)t]' [i-(i-h")'J» [i-(»+«W* 

On rejette les termes sairans de cette série , qui contiendraient la 
puissance /*■ et des puissances supérieures de /. II est aisé de 
prendre le coefficÏCTit de /'■ , dans chacun des quatre termes que 
l'on conserve ;. et , en faisant la somme de ces quatre coefliciens , 
on aura la voleur exacte de k ; savoir : 



J'e0ectue les diiTérentiations indiquées ; puis au moyen de (n= — , 

je réduis' celte fornMte en nombres ; et , en poussant l'approxima- 
tion jusqu'aux décimales du sixième ordre , je trouve 



d'oii il résulte 



k=o,i4^o62 , 



3.3 ,, , 

p=: -^ « =0,02 I 993 , 



Le calcul devlcind>ait très'-p'énible , ki l'on -v«ii]fftt avoir égard 
au second terme , ot aux termes suivans àa développement de 
JYày , que uous avons négligés. En tenant compte, du second, terme » 
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j'ai trouva que la première valeur approchée de p doit êlre di- 
minuée de 0,000026 ; les termes suivans ne cliangcratent pas celte 
valeur dans les six premières décimales ; ainsi , l'on peut prendre 

/»=o,oai9C7 , 



pour la probabilité du refait de 3i , au commencement du jen. 

D'aprjès ce qu'on a dit plus haut , on aura l'avantage du ban* 
quier > eu multîpliaax cette valeur de p par la demi-somuie di^ 
^utes les mises } en sorte que , pour racheter cet avantage , avant 
que le jeu commence , chaque joueur .devrait convenir de donner 
au banquier » à tous les coups , y compris les coups nuls , les oaze 
millièmes , à très-peu près , de l'argent qu'il voudra exposer. 

10. Les problèmes des numéros' 2 et 5 comprennent aussi les 
antres chances du trente et çuarante.Si l'on veut, par exemjiïe , 
calculer la . probabilité d'amener le nombre 3^ , on supposera 
d'abord , dans le problème du numéro a , que l'on continue la 
suite des tirages , jusqu'à ce qu'on ait atteint ou dépass:? 32 ; 
ainsi, on fera la limite x^=3a , et on déterminera , par l'ana- 
lise de ce liuméro, la probabilité d'amener cette limite ; mais , cetle* 
probabilité ne sera pas encore celte qu'il fout coniaître ; car , d'après 
les conditions- du jeu , on doit amener le nombr» 33 ,■ sans avoir 
passé par le nonpbre 3 1 . Or , la probabilité def cet événement est 
évidemment égale à celle qu'on aura calculée , comme on ^ient de 
lé dire, moins la probabilité' d'amener d'abord 3j et ensuite 1 , 
laquelle probabilité se calculera par l'analîse'dn numéro 5 , en pre- 
nait *==3i et a:'=x. Ces calculs, déjà;très-ïpngs parïapport au 
nombre 32, le seraient encore bien plus pour les nombres supé- 
rieurs 33 , 34 , 35 , ..... Mais , si l'un veiit coniiahre les proba- 
bilités d'amener ces difiérens nombres , seulement au premier coup, 
on pourra supposer qu'on remet les cartes dans le jeu , à mesure 
qu'elles sont sorties (ik*''.S;. ); l^s ^giculf seront alors faciles à 
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cxi'cuter , et l'erreur que l'on comuieura sera peu considérable ^ 
ainsi qu'on l'a vu par l'exemple du calcul relatif au 3i. 

Adoptons donc cette hypothèse approximatire , et désignons g^ 
néralement par A„ le coefijcieDt de /'*'^", dans le déTeloppement 

de 2^ , n étant un des nombres t , a , 3^ »« lo. Ce coef- 
ficient exprimera la probabilité d'amener 3o-t-n , en continuant lés 
tirages « jusqu'à ce qu'on ait atteint ou dépassé ce nombre. Soit , 
en même temps , p„ la probabilité d'amener ce même nombre , sans 
passer par l'un des nombres inférieurs 3i » 32, .... 3o-)-n— i ; Iors< 
que la quantité &„ aura été calculée pour les lo valeurs de n com- 
prises depuis n=i jusqu'à n=io , il sera aisé d'en conclure les 
10 valeurs correspondantes de ^a , qui sont celles qu'il s'agit de 
déterminer. 

En eiïet , puisqu'on remet les cartes dans le talon , à mesure 
qu'elles sortent , la probabilité d'ameuer un as , après avoir amené 

3i , sera égale à -r ^, , par lart^le ordinaire des événement com- 
posés; par conséquent, on aura/>,=i,— — A,, De même , la 

probabilité d'amener un as , après avoir amené Sa , d'nne manière 
quelconque, et celle d'amener un deux ^ après avoir ameoé 3i , 

seront -r^i et ~-:'^a i ^'> ^° soustrayant ces deux probabilités' 

. de celle qui est représentée par Xr^ , on aura la probabilité d'ame^ 
ner 33 ,' sans avoir passé ni par 3i ni par 3^ ; nous aurons donc 

p,=ik,—~- — ftt— — A,. En continuant ce raisonnement , on for-' 

mera cette suite d'équations 
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AU moyen desquelles tout le calcul est réduit à déterminer les va- 
leurs numériques des lo quautités Â, » ^^ , A, , k^^ , dont la 

première est déjà connue. 

II. Pour les obtenir, déreloppons « comme dans le n.® 9 la 
fonction ' — ' y , suivant les puissances de t*" y et continuoDS le 

s 
déreloppement , jusqu'à la puissance /*** incIusiTement ; nous au- 
rons 



ea faisant comme plus haut, a= — ^—r ■. Développons ensuite 
chaque terme , suivant les puissances de / , et prenons la somme 
des cocfficiens de /**** il vient 



*,=«(.+.)'H--.+ ii«!±2!:ipi=w 
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o' J-[;i+a)"'+'"-'C'ig— D'à] a' d>[(i+a>— ' (3a— Qia] 

"■" i.a * do» "■ i.a.3 ' da> * 

si /lest lin des nombres i , a, 3, .... 9 ; mnis , dans le cas de r = 10 , 
il faudra ajouter h cette valeur de ^„ la qnautitë 81a* , t'^ale 
0,002836 , d un millionième prî-s , laquelle provient du cinquième 
terme de l'expression prëci:(}ente , qpi a BtaU*^ ponr pfemier terme 
de son dcTeluppcment suivant les puissances de /. 

Au moyen de cette, formule , on trourera > en s arrêtant aui dé- 
cimales du 5." ardre 

A, =0,14806 , 

*.=o.'4o3o , 

jt, =0,15039 , 

iS',=o,i5i33', 

^«=0,15378 , 

■ *,7=o,i53a9 , 

Ji', =0,1^365 f 

A,-o,i,5386 , 

Â,^so,i53g3+o,oo284— 0^15676 ; 
d'où Ton conclut " - 
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3o3 



^,=0,14806 , 

;»,=o,i379r , 
^,,=0,12751 , 

/»a=o,og5oo t 
/>y =0,08375 , 
^,=0,07333 } 
/>, =0,06073 , 
^,0=0,05178 , 



Somme =0,99999 (*)• 



(*) Dans l'article de l'Encyclopédie cite an comroenseinenl de ce mémoire, 
on B aussi dëterinîn^ ces niâmes probabilités, en supposant qu'elles sont 
entre elles comme les nombres -de cartes diiTérentes qui peuvent terminer 
les pointa auxquels elles répondent. Ainsi, par etemple, 3i peut tire ter- 
miné par toutes les cartes dn jeu , depuis Vas Jusqu'au Jïm , tandis qne 
le point 4» °c P^*^' ''"i'' 1^^ F^^ ^^ ^'* t ^^1 comme au commencement 
du jeu , il y a i3 cartes de numéros difTérens , dont quatre dix seulement , 
il en résulterait, suivant l'article cité, que la probabilité du 3i dcTrait 
6tre égale & trois fois et un quart celle du point 4o I ce qui ne s'accorde 
pas avec les résultats que nous trouvons { et il en serait de m£uie des pro* 
habilités des autres pointa. Mais il est facile de voir qtie ce raisonnement 
ti\. iaciact. En eftet , ils est bien vrai que le 3i peut venir d'un tirage qui 
aurait amené d'abord 3o et ensuite i , ou bien 3g et ensuite s , ou bien 
38 et ensuite 3 , ...„. ou bien enfin ai et ensuite 10. 11 est également vrai 
que le point ^o n^ p^ut venir <}uc par un tirage qui amènerait d'abm-d 3o 
«t ensuite loj mais , pour que les probabilités de ces évinemens composées 
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Comm? nn des dix évéoeraens auxquels se rapportent cfs proliabi- 
llti's doit nécessairement arriver, la somme de leurs Talenrs doit 
être egnie à l'unité', ce qui a etTectirement Ueu , à ud cent mil- 
. lièine près. 

.Ces valeurs de />,,/»,, ^, , pi» y serviront à régler te sort 

ou le périt des joueurs , aprùs le premier des deu-: tirages dont 
BD cùaf est composé. Supposons , par exemple , que ce tirage ait 
amené' le point .^4 > et soit a la mise d'un joueur qui a parié pour 
le second tirage; s'il arrive le point 34 au second tirage, le coup 
est nul , ce qui vaut a pour te joueur ; s'il arrive un point moin- 
dre que le point 3if, le joueur aura gagné^, et il recevra 2a; en- 
fin t s'il arrive un point supérieur à 34 < il aura perdu et ne rece- 
vra rien. Ce qu'il Sùdrait lui donner , si l'on renonçait i jouer le se- 
cond coup , calculé d'après la règle de l'espérance mathématiqut » 
est Jonc égala ( ;>4 +2/», -l-^^-i-a/»,)'!', on a (0,943870, ainsi, 
il aura déjà perda (o,o56i3)a, ou à peu près cinquantesix mih- 
lihmes de sa mise. Quand le premier tirage a amené 35 , le coup 
est à l'avantage des joueurs qui ont parié pour le second tirage, 
et.leur parti' est ^1 à ( r>i66&i)0 ; la mise étant toujours repTé^ 
seiuée par a. 

Les carrés/»^' ,;?,*,/»«) .....;r,e*» sçrontlesprobabilitésdes coups 

nuls 3a et 3jî, 33 et 33, 34 et 34> -— ^oet 4o> calculées ton»- 

);ours dans l'byjKtthèse oiî l'on remet les cartes dans le jeu à mt- 

«are qu'ellei sod( sorties; mais il sera plus exact de multiplier ces 

/ . '+' 3'i* 1. . . 

caixés par le rapport =-r — , comme noDS l'avens fau pré- 



fusMtit entre- elles comnifl lenn nombres respectif i3 et 4 , il faudrait que 
lea probabilité! d'amener les nombres si , aa, a3, .».. 3o , par la première 
partie da tirage fussent égales , ce qnï n'a pas lieu , comme on peut s'en 



( Vota i» M. PoiscoD }. 



y Google 



AU TRENTE ET QUARANTE. zoS 

cÀlemmeot ( o/ 7 )* en calculant la probabilité du 3i de refait. 
En appelant donc ^ -ict probabilité d'un coup uul quelconque , 
BOUS aifrons ' - . 

ce qui donne j en efiectuaut le calcul numérique, ' . 

y=o,o88io. 

1 2. Dans une longue suite de coups , les événemens arrivent , h Ubi- 
■peu près , proportionnellement h leurs prtAabilitès respectives. Ainsi , 
le rapport du nombre des coups nuls au nombre total des coups 
s'écartera peu d'être celui de. BtJj S iooqd ; et d'après la probabilité 
d'un refait de 3 1 ^ que nous avons trouvée ( n.» 7 ) , le rapport 
du nombre des refaits au nombre des coups joués > y compris le? 
coups nuls , sera , & très-peu près , égal àt'cel'ui de 31967 à j 000000. 
Mais ces proportions sont des limites- dont les résultats du' hasard 
devront s'approcher indéfiniment » à mesure que le nombre des 
coups deviendra plus grand; et Ton peut déterminer ^ pour chaque 
^nombre de coups, la probabilité que ce^s rés'uUflts ne s'écarteront 
|>a3 de leurs limites fto-delà d'une quantité donnée. 

En désignant par n le nombre total des coups , par m celui 
des refaits de 3 1 , par p la probabOité d'un refait , pat; r la pro- 
babilité que la différence — ~-^ sera- comprise entre deux limita 
dennées et représentées par 

on trouvera 

Tom, XVL ■ a7 ^ ' 
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VV(''T>- 
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l'iot^grale commençfint arec / , e étant la base des logarithmes né- 
périens , et «T le rapport de la circonférence au diamètre. Quand 
la variable / avgoientera , la probabilité r approcheia daTantage de 
l'unité on de la certitude ; mais , en même temps , les limites de 

la différence— — ^ seront plus étendues. Au contraire, lorsque / 

diminuera ,' ces limites 'seront plus étroites \ mais' la probabilité r 
qui leur correspond s'affaiblira et finira pai devenir très-petite et 
peu différente de 

I 
Vvt»-^>» * ,. ' 

Quand elle sera égale & - , on pourra indifféremment espérer que 

cette différence— —/'/tombera en dedans ou en dehors de ces 

iioiites. La variable / restant la méme>5i le nombre n augmente 
iiidéfiDiment, la probabilité r variera très-peu, et les limite^ de la 

différence — — /r décroîtront de plus en plus ; de manière qu'on 

pourra toujours prendre n assez grand pour que ces limites tom- 
bent au-dessous de toute quantité donnée. Si Ton considérait la 
différence m-^np , entre le oombrç m des refaits observés , et le 
nombre np des refaits calculés d'après leur probibilité^ , les li- 
mites de cette différence seraient ^ 



là probabilité r étaht la même que précédemment Ces limites 
(*) Tbiorie analiiique de* probabilités, pag. aSt. 
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s'étendroDi de plus en plus , à mesure que le nombre n augmen- 
tera, mais elles croîtront moins rapidement que ce nombre, et seu- 
lement dans le rapport de sa racine carr^. 

En mettant pour /> la valeur 0,021967», les limites de la difTé 
rence m— n/» deviendront 

+(0,2674)//». 

Si l'on a, par exemple, n^ioooooo, et qu'on prenne /=3, d 
y aura la probabilité r que le nombre m des refaits observés sera 
compris entre 

31967 — 62a et 21967+623'. 

Pour calcule^' la valeur de r, on prendra d'abord l'intégrale que son 
expression renferme, depuis t=o jusqu'à /=ao ; ce qui domie 



A 



puis on retranchera de cette intégrale sa valeur prise depuis /s3 
jusqu'à r=eo , valeur qui sera donnée par la série 



/- 



V. at 



_i£ ^£5 . 1.3.5.7 



dans laquelle on fera /s3. On trouve, de cette manière, 
^=0,9998 ; . 

de sorte qu'il y a près de 5ooo à paiîer contre i que , sar un 
million de coups , le nombre des refaits ne sera pas moindre que 
21345, et n'excédera pas 22589. Si le nombre observé sortait de 
ces limites, il serait très-probable qu'il y a eu erreur involontaire, 
ou que quelqu'un a trompé au jeu. 

On peut se demander quelle doit être la valeur de i pour la- 
quelle-on aurait r=~ : cette valeur Sera donnée par l'équation 
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1^.3.7 '^ 1.334.9 "' 4 3(Oi«>74)V» 

En négligeant d'abord le second terme de son second membre , on 
trouve que la valeur de / est à très-peu près égale à io,45. Si I'od 
• fait ensuite y so^S-l-f ,'(S- <(ue l'on détermine s , en négligeant son 
carré et ses puissances supérieures , oa troure 



/si 0,44 60- 



a(o,ao74)V« ' 

,d'o& il résulte tjn'it y à un contre un à parier que snr un grand 
nombre a de coups, le nombre m des refaits sera compns eutre 
les deux limites < 

(0,0a 1967 )n+[(o,o924)v'n — j]. 

Ainsi, sur nn million.de coups, par exemple, il sera indifférent 
de parier que le nombre de refaits différera de 21967 , en plus oif 
en moins, d'an Boùibre plus grand on d'utf nombre plus peiit qne ga. 
En gén'ral, lorsque deux joueurs jouent l'un contre l'autre, à 
jeu ^al , il y a la probabilité r que le nombre des parties qne 
l'un des deux , sans ^léslgiier lequel , gagnera de plus que. l'autre , 
Sur un très-grand nombre de conps, n'excédera pas le double de 
t[/»pii—p)n , en faisant dans ce double p=s-i ; ce, qui donne t^^. 
Si donc ou prend pour / la valeur qui répond & r^-^^ily aura 
un contre un à parler que la différence entre les nombres de par- 
ties gagnées par les deux joueurs n'excédera pas 

(0^307) v/S-^-i ; 

ce qnt fait 63o , par chaque million de parties. H y aurait donc 
du désavantage & parier , par exemple , que l'un des joueurs gagne- 
rait moins de 600 parties de plus que l'autre , et de l'avantage à 
parier que la différence des parties gagnées n'excéderait pas65o parties. 
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PHILOSOPHIE MATHÉMATIQUE. 

Considérations philosophiques sur les élément de la 
science de retendue. 

Par M. Gergokme. 



Tantum geriea juDctHraqne poUet. ( Hoh. ) * 



JjES diverses thé3rie3 dont se compose le domaine de la science 
de l'étendue peuvent être rangées en dçux classes très-distinctes. 
n est, en eflet, certaines de Ces tliJori«s qui dépendent essentiel^ 
lement des relations méln'ques qui se trouvent exister entre les 
diverses portions d'étendue que l'on compare , et qui conséquem- 
ment ne sauraient vétre établies qu'A l'aide des principes da calcul. 
D'autres, au contraire, sont tout-â-fait inde'peudantes de ces mê- 
mes relations , et résultent uniquement de la situation que se 
trouvent avoir les uns par rapport aux autres , les êtres géome'lri- 
ques sur lesquels on raisonne; et, bien que trùs-souvent on les dé- 
duise des proportions et du calcul , on peut toujours, en s'y pre- 
nant d'une manière convenable , les en dégager complètement. Mais 
il peut quelquefois devenir ne'cessaire pour cela de passer tour h, 
tour de la géométrie plane à celle de l'espace et de celle-ci à Ta 
première , comme Monge et les' géomètres de son école l'ont si 
souvent pratiqué , et avec tant de succès. 

U est donc raisonnablement permis de se demander , d'après cela , 
Tom, Xn, n." FI, i." /an fier 1826. 28 
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si notre maoière de diviser la gëoaiétrie en géométrie plane et gèùr 
mitrte de Tespace est aussi naturelle et aussi exactement conforme 
à l'essence des clioses que vingt siècles d'habîtnde ont pu nous le 
persoader. Toujours da moins deraenrt-t-îi vrai qn'en j Kaonfast 
OD parviendrait, en oe recourant, pour ainsi dire , qu'à la simple 
intuition, à pousser bssez avant dans la géométrie des cominen- 
çans que l'étude du calcnl ^ présentée dès l'entrée , ne rebute que 
trop souvent, et qui peat-étre s'y livreraient pins lard avec beau- 
coup moins de répugnance , lorsque leur intelligence se serait 
agrandie et fortifiée, par l'élude d'une série plus ou moins pro- 
longée de propriétés de l'étendue. 

Mais un caractère extrêmement frappant de cette parue de la géo- 
métrie qui ne dépend aucunement des relations métriques entre les 
parties des Hgures ; c'est qu'à l'exception de quelques théorèmes 
symétriques d'eux-mêmes , tels , par exemple , que le théorème d'Eu- 
1er sur les polyèdres, et son analogue sur les polygones, tous lés 
théorèmes y sont doubles ; c'est-à-dire que , dans la géométrie 
plane , à chaque théorème il en répond toujours nécessalreuiont un 
autre qui s'en déduit en y échangeant simplement entre eux les 
deux mots points et droites ; tandis que , dans la géométrie de 
l'espace ( ce sont les mots points et pions qu'il fnut échanger en- 
tre eux pour passer d'ua tliéorème à sou corrélatif 

Parmi un grand nombre d'exemples que nous pourrions puiser , 
dans le présent recueil , de celte sorte de dualité des diéorèmes qui 
constituent la géométrie de situation , nous nous bornerons & in- 
diquer, comme les plus remarquables , les deux élégans théorèmes 
de M. Coriolis, démontrés d'abord à la page 326 du XI.* volume, 
puis à la page 69 du XII.* * et l'arlicle que nous avons nous- 
même publié à la page 167 du précédent volnme, sur les lois 
générales qui régiiisent les polyèdres. C'est , au surplus , une suite 
inévitable des propriétés des pôles , polaires , plans polaires et po- 
laires conjuguées des lignes et surfiices du second ordre , qni iouenl 
ici un rôle assez analogue à celui que joue le triangle supplémen- 
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t^ÎM, àttà la trigonoHi^trie spWriqae où, comme il a 4lè montra, 
dans toat le oonrs de l'iRtéressaot mémoire de M. Sorlin ( tom. 
XV , pag. 373 ) , les lh(?orèmes peuvent également élre féparti» en 
ea deux séries pxrailètee , de manière à se conespoodte deux à deux , 
avec I* pltt& grande exactitade. 

Toutefois, quelque digne de remarque que puisse être no fail 
géométrique dé cetle imporiaace, et quelqae ressource qull pnÏMC 
offrir , dans on grapd nombre de eas , pour faire deviner , en quel- 
que sorte , de nottveaui tkéorèmes , à peine a-l-il été entreru , m^me 
par les géoraMres qui , dans ces derniers temps , se sont le plus 
spécialement occupés de la recherche des propriétés de l'étendue ; 
tant est peu philosophique encore, même de nos jours, la manière 
d'étudier les sciences. 

Voilà ce qui nous détermine à faire de cette sorte de géométrie 
ea parties doubles , s'il est permis de s'exprimer ainsi , le sujet d'un 
écrit spécial dans lequel , après avoir rendu manifeste le fuit phi- 
losophique dont il s'agit , dans l'exposé même des premières no- 
lions , nous nous en appuyerons, soit pour démontrer quelque théo- 
rèmes noDveaux , soit poar donner de quelques théorèmes déjiï con- 
nus des démonstrations nouTeHes, qui les rendent à l'avenir tout 
à fait indépendans des relations métriques desquelles on a été jusqu'ici 
dÂns l'usagé de les déduire. 

Nous pourrions fbrt bien nous Borner à démontrer seulement une 
moitié de nos théorèmes, et h en déduire l'autre moitié, à Taide 
de la. théorie des pôles. Mais nous préférons les démontrer direc- 
tement les uns et les antres , tant ponr ne pas sortir àes premiers 
élémens et rendee ce qu'on va livre accessible à ceux là-mfme qui 
né connaissent pa* les Èlémeas dEncîidè y que pour avoir l'occa- 
sion de faire remarquer qu'il existe entre les démonstrations de deux 
théorèmes d'une même couple la même correspondance qu'entre 
letlrs énoticés. Nous aurons même soin , afin de rendre cette cor- 
respondance plus- apparente , de présenter les théorèmes analogues 
dans deax colonnes , on regard l'une de l'autre-, (Somme nous en 
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avons d^jà usé, dans l'article sur les polyèdres rappelé pins haut ; 
de telle sorte que les démonstratioas puissent se serrii rëciproque- 
meot de contrôle. 

Nous croyODs superflu d'accompagner ce mémoire de figures , 
souvent plus embarrassantes qu'utiles , dans la géométrie de l'e^ce ; 
figures que nous ne pourrions d'ailleurs offrit que sous un aspect 
unique et individuel au lecteur qui pourra , ad contraire , les coos^ 
truire et façonner à son gré» si toutefois il en juge le secours né- 
cessaire. Il ne s'agit ici , en eSet , que de déductions logiques , tou- 
jours faciles à suivre , lorsque les notations sont choisies d'une ma- 
nière convenable. 

s. I. 

Notions préliminaires^ 



1 . Deux points , distincts l'un 
de l'autre , donnés dans l'espace , 
déterminent une droite indéfinie 
qui, lorsque ces deux points sont 
désignés par A et B , peut être 
elle-même désignée par AB. 

2. Trois points donnés dans 
l'espace , ne se confondant pas 
deux à deux et n'appartenant pas 
à une même ligne droite , déter- 
minent tm plan indéfini qui , 
lorsque ces trois points sont res- 
pectivement désignés par A , B , 
G y peut être lui-même désigné 
par ABC. 

3. Un plan peut aussi être dé- 
terminé dans l'espace par une 
droite et par un point qui ne 



1. Deux plans, non parallèles » 

donnés dans l'espace , déterminent 
une droite indéfinie qui , lorsque 
ces deux plans sont désignés par 
A et B , peut être elle-même dé- 
signée par AB. 

2. Trois plans , non parallèles 
deux à deux dans l'espace , et ne 
passant pas par uoe même ligne 
droite , déterminent un point qui , 
lorsque ces trois plans sont res- : 
peclivement désignés par A > B , 
C , peut être lui-même désigné 
par ABC. 

3. Un point peut aussi être dé- 
terminé dans, l'espace par une 
droite et par un plan dans le- 
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s*/ troure pas coDtena , oa en- 
core par deux droites qui coa- 
courent ea un même point. 

4, C«#'estqu'accideatellement 
que des poiats, au nonibre de 
plus de trois , dans l'espace , dë- 
termineut qd plan unique, que 
l'on peut alors daigner par la 
totalité des lettres qui désignent 
ces diS'éreDs points. Ce n'est aussi 
qu'accidentellement que deuxdroi- 
tes , et il plus forte raison un plus 
grand nombre , sont dans un 
même plan. 

5. Généralement parlant , des 
points ea nombre n , détermi- 
nent y dans l'espace / ,de$ droi- 
tes au nombre de "■ 
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quel elle ne se tronve pas située , . 
ou encore par deux droites si- 
tuées dans un même plan. . 

4. Ce n'est qu'accidentdlement 
que des plans, au nombre de plus 
de trois , dans l'espace , détermi- 
nent un point unique , que l'on 
peut alors désigner par la tota- 
lité des lettres qui désignent ces 
difTéreos plans. Ce n'estaiissi qu'ac- 
cidentellement que deux droites , 
et à plus forte raison un plus 
grand nombre concourent en un 
même point. 

5. Généralement parlant, des 
plans en nombre n, déterminent , 
dans l'espace , des droites au nom- 
bre de 



et des plans au nombre de «t des points au nombre de 



C« n'est qu'accidentellement qu'ils 
en déterminent un moindre nom- 
bre. 

6. Si l'on peut prouver de 
plus de deux droites que, sans 
passer toutes par un même point , 
deux d'entre elles , de quelque 



Ce n'est qu'accidentellement qu'ils 
en déterminent un moindre nom- 
bre, 

6. Si l'on peut prouver de plus 
de deux droites qne , sans être 
toutes dans un même plan , deux > 
d'entre elles > de quelque mantèce.'^ 
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m^oière qa'oB les choisisse, soat 
touioars dans uu m^ie plan , 
en en pourra concUice qu'elles 
sont toutes sttu^ daui un plan 
unique. 

7. Quatre droites , comprises 
dans nn même plan , dt-terini- 
nem , en gt^^ral, six points , dis- 
tril>u(?s trois à trois sur ces qua- 
tre droites. Ces six points détet" 
minent trots nouTelles droites qui , 
à leur tour , déteimineot trois 
noaveaux points. 

9. Des poilus , en nomjbre quel- 
catupte , »tu^. dans u» même 
phm , peuvent être coi^dérà 
comme les sommets d'un pely- ' 
gone , dont les côtés sont détcr-, 
mines par ces^âows peints, pris 
contÂmtif tuent jeux à deux , 
et dans un ordre quelconque^ 
da pretnîer au denùer et de celui- 
ci au premier. 

10. Des droites , en nombre 
qaelcooqne , issues d'an même 
peiac de l'espace , peunent être 
considéra comme les arêtes d'un 
aagle poI;y.èdi:e. , dont les facts 
sont déteiminito par ces mêmes 
dioitcf , puises con3écullvem:ent 
d»WB & deux;, cti dan« usi ordre 
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qu'on les .choisisse . coiMOUrânt 
toujours en on m^in« point , Oit 
en pourra conclnfe qu'eHes cow- 
coureat toutes e» qo' point uni- 
que, 

7. Quatre droites issues d'un 
méinie point de l'espace ,. déter- 
minent , en g^n^ral , six plans » 
passant trois à trois par ces qua- 
tre droites. Ces six plans di'ter- 
mincnt trois nouvelles droites qui 
à leur tout, détermioent trots nou- 
veaux plans. 

9> Des ptail5> en nombre qiief- 
conque , issus'd'tm même point 
de l'espaee- , peuvent être consi- 
dérds comme \ç% faces d'un an- 
gle polyèdre , dont les arêtes sont 
d^terminées:par ces mêmes plans , 
pris consécutivement ^ deux à 
deuxi 4t dgns un ordr* quçl-t 
conque , du premier au dernier 
et de celui-ci au premier. 

10. Des droites , en nombre 
quelconquc^silu^daBSUD même 
plan , peaveut élre conaidét^ 
comme les calés d'un polygono-, 
dont les sommets sont dëiermi- 
n& par CQS mêmes droites-, pri- 
ses cousëcutivemenl d]eBi à dem, 
et 4ao9 tiQ ordre c^elb{»que , de 
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l|aelcaBqBe , de la première à la 
dernière, et de £elle-«i à la pre- 
mière. 

II. Un polygone qui a autant 
de côWs qu'un autre a de som- 
«nels est dit circonscrit à celui- 
ci , lorsqoe , ces deux poly^^ones 
«tant situÀ dans uu même plan, 
les sommets du dernier sont res- 
pectivement situas sur les direc- 
ifens des côtés da premier. 

13. Un angle polyèdre qiiî a 
autant de faces qu'un autre a 
d'^irétes, est dit circonscrit à ce- 
lui-ci, lorsque, ces deux angles 
pufyt'dres ayant méine soo^met , 
les aréles du dernier sont' res- 
pectivement dans les plans des 
faces du premier. 

"i3. Un polygone est dit în$- 
erit à n« ar^e polyèdre qui a 
autant d'arêtes que -ce polygone 
t de sommels, lorsque les som- 
mets du polygone suut respecti- 
Tcment suc les arêtes de l'angle 
polyèdre. 

14. De< |>oint9 , en Éombre 
y c k onyie , dans l'ecpace . peu- 
vent élre cODStdéf^s «orauie le& 
mmmeis d'un polyèdre. Ceux de 
CM poôtcs qui appariienntnt à 
un même plan déteruioeal kl 
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-la première à la dernière , et de 
celle-ci à la première. , 

11. Un angle polyèdre qui a 
autant d'arêtes qu'un autre a de 
i&.ces«est dit^ inscrit it celui-ci, 
lorsque , ces deux angles polyè- 
dres ayant même sommet , les 
plans des faces du dernier con- 
tiennent respectivement les arâtes 
du premier. 

12. Un polygone qui a autant 
de sommets qo'iin autre a de côt^s, 
est dit inscrit à celui-ci, lorsque , 
ces deux polygones étant situa 
dans un même plan , les direc- 
tions des côtés du dernier con- 
tiennent respectivement les som- 
mets du premier. 

i3. Un angle polyèdre est dît 
circonscrit à lyi polygone qm a 
autant de côtés que cet angle po- 
lyèdre a de faces , lorsque les fa- 
ces de l'angle polyèdre contien- 
nent respect! vemeut les côtés du 
polygone. 

i4> Des plans, en nomltre quel-, 
conque , xlans l'ei^ce , peuvent 
âtre -coosidéxés comme .les faces' 
d'un polyèdre. Ceux de ces piaus.. 
qui passent par un même point 
détermioent les«0AW)A'!'daj>oIyè- 
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faces du polyèdre, dont lésera dre , dont les arêtes sont celles 
tes sont les côt^s de ces mêmes de ces .mêmes sommets. 
faces. 

i5. Un polyèdre qui a aoiaiit i5. Un polyèdre qui a antaiTt 
de faces qu'un autre a de sotn- de sommets qu'un autre a de fa- 
mets , est dit circonserii i celui- ces , est dit inscrit à celui-ci , lors- 
ci y lorsque les sommets du der- que les plans des faces du der- 
nier sont respectirenent dans les mer contiennent respectivement 
plans' des faces du premier. les sommets do premier. 

Remarque. Dans ce qui précède , nous arous disposé les propo- 
sitions , en regard les unes des autres > comme elles doirent l'être 
dans la géométrie à trois dimensions y et nous en userons de même 
dans tout Ce qui ra suivre. Dans la géom<5trie plane, leur cor- 
respondance serait un peu dilTérente. Alors , par exemple , la pro- 
position 8 de la série de droite devrait correspondre & la propo- 
sition 7 de la série j3e gauche. 

Les géomètres ayant remarqué que les droites que déterminent 
deux sommets non consécutifs d'un polygone ou d'un polyèdre , 
ainsi'^que les plans que déterminent deux arêtes non consécutives 
d'un angle polyèdre j jouaient un rôle assez important en géomé- 
trie , ont cin utile de leur donner des dénominations particulières , 
et ils les ont appelas diagonales tXpîans diagonaux. Mais les points 
que détermiuent deux côtés non consécutifs d'un polygone ; mais 
les droites que déterminent les plans de deux faces non consécu- 
tives , soit d'un' polyèdre soit d'un angle polyèdre , ne sont pas d'une 
moindre importance > et pourtant on ne leur a assigné aucune dé- 
nomination spéciale. On n'aurait sans doute pas manqué de le faire , 
si les relations que nous nous efforçons ici de faire ressortir avaient 
été aperçues par les créateurs de la science; ce qui prouve, pour 
le dire en passant , que ce n'est seulement que lorsqu'une science 
est déjà parvenue en un assez haut degré de maturité qu'an peut 
espérer d'en bien faire la langue. Qiioi qn'il en soit, plutôt que 
de créer des dénominations nouvelles , qai pourraient fort bien ne 
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pas plaire <*galeincnt à tous les lecteurs , nous préférons nous in- 
terdire ici l'usaga des mots diagonales ei plans diagonaux, qui 
manqueraient d'analugues , et les remplacer constaokmcnt par la 
Périphrase «équivalente. 

. Souvent à J'aveiiir , de ce que deux droites seront situées dans un 
même plan* il nous arrivera de conclure qu'elles concourent, en 
un m^me point ; mais il faudra alors sous-entendre que ce point 
peut &)rt bien être iuGuimeni éloigné. 

s. II- 

Thiorimes sur les triangles ^ les quadrilidres ^ les angles irîèdres 
et les angles tétraèdres. 



i6, THÉORÈME. Si deux 

triangles sont tellement situés 
dans t espace que les droites que 
déterminent leurs sommets corres- 
pondons concourent toutes trois 
au même point ; leur côtés cor— 
respondans concourront en trois 
points qui appartiendront à une 
même ligne droite. 

Démonstration* Soient A , B , 
C les trois sommets de l'un des 
triangles, et A', B' , C leurs cor- 
respondans respectifs dans l'au- 
tre , de manière que les droites 
AA' , BB' , ce concDureni eu 
un même point P. 
. Les deux droites AA' , BB' , 
concourant en un même point 
P, sont dans ui| même plan , 
Tom, XVÙ 



i6, THÉORÈME. Si deux an- 
gles trièdres sont tellement situés 
dans Fespace que les droites que 
déterminent leurs faces corrcsponr 
dantes soient toutes trois situées 
dans un même plan ; leurs arê- 
tes correspondantes détermineront 
trois plans qui se couperont sui- 
vant une mêrfie ligne droite. 

Démonstration. Soient A , B , 
C les trois faces de l'un des an- 
gles trièdres, et A',B', C leurs 
correspondantes respectives dans 
l'autre , de manière que les droi- 
tes AA' , BB' , ÇC soient situées 
dans nu même plan P. 

Lesdeux droites AA' , BB' étant 
situées dans un même plan P , 
concourent en un même point ; 
■ 29' 
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qai conlicndra cons^queinmciit où concourront cons^qnemmeiit' 

les quatre poîius A , A', B , li' ; les quatre plans «A , À^ , B , B^' > 



dune les droites AB et A^B' con-«. 
courent aussi en ce point , et par 
suite sont dans un même plan. 
Ainsi > deux arêtes correspondan- 
tes quelconques y dans les deux 
angles trièdres , sont situées daus, 
un même plan. 
Soient respectivemeni at ^ , 



donc les droites AB et A'B' sont 
dans ce plan , et doivent , par 
suite, concourir en un point. Ainsi, 
deux côtés corrcspondans quel- 
conques, dans les deui triangles , 
concourent en uu point. 

Soient respectivement a , |î , y, 
les points de concours des côtés les plans qui contiennent les arêtes 
corrcspondans BC ef B'C, CA correspondantes BC et B'C, CA 
et C'A' , AB et A'B' , des deux et C'A' , AB et A^B' des deux 
triangles. Parce que ces points angles trièdres. Parce que ces plans 
sont situés sur les directions des contiennénr les trois arêtes de 
trois côtes du triangle ABC , l'angle trièdre ABC , ils doivent 
ils doivent âlre dans le plan de concourir à son sommet ; mais , 
ce triangle ; mais , parce qu'ils parce qu'ils contiennent les trois 
sont situés sur les directions des arêtes de l'angle trièdre A'B'C , 
trois côtés du triangle A'B'C , ils doivent aussi concourirausom- 
ils doivent être aussi dans le plan met de ce dernier angle trièdre i 
de ce dernier triangle ; donc les donc les trois plans oc, J3, y pas^^ 
trc^s points 9, '^1 V se trouvent sent à la fuis par les deux mé^ 
à la fois dans deux plans; donc mes points; donc ils contiennent 
ils appartiennent à l'intersection tous trois la droite que détermi- 
ne ces deux plans, c'est-à-dire, ne'nt ces deux points; c'est-à-dire, 
à une ligne droite. qu'ils se coupent tous trois suivant 
la même droite. 
Si l'on conçoit que le point Sî l'on conçoit que le plan de« 
de concours des trois droites que trois droites que déterminent les 
déterminent les sommets corres- feces correspondantes des deux 
pondans des deux triangles s'ap- angl^ tnèdt*es s'approche sans 
pruclié sans cesse du plan (te l'ua ce^ jdu sotdmet- de iVn d'eux » 
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d'eai ; le plan de l'autre fera 
avec le sien un angle sans cesse 
décroissant, jusqu'à ce qu'enfin 
ces deux plans se confondront en 
un seul , contenant le point dont 
il s'agit ; et comme , dans: ce raou- 
Tement , les- trois points a , j3 , 
y n'auront pas cess(î d'appartenir 
i une méine ligne droite ; il en 
résulte le théorème suivant : ' 
, 17. THÉORÈME. Si deux 
triangles f situés, dans un même 
plan j sont tels que les droites 
çue déterminent leurs sommets 
correspondons passent toutes trois 
par un même point ; les aifinfs 
que détermineront leurs côtés cor- 
respondons appartiendront tous 
■trois à une même droite, 

18. Vtonc,' THÉORÈME. Si 
deux angles trièdres de même 
sommet sçnt tels fjue les plaris 
que déterminent leurs arêtes cor- 
respondantes passent tous trois 
par une mime droite^ les droi- 
tes que détermineront leurs fa- 
ces correspondantes seront toutes 
trois dans un même plan. 

Démonstration. Si , en effet , on 
coupe les deux angles trièdres 
par un même plan , qui ne passe 
pas par leur sommet commun , 
les sections seront deux triangles. 
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La distance de ce sommet an som- 
met de l'autre ira sans cesse en 
drcroissant, jusqu'à ce qii'enfin ces 
deux sommets se confondront eh 
un soûl point , situé dans le pldn 
dont il s'agit; et comme, dans 
ce mouvement , les trois plans a , 
|3, 7 n'auront pas cessé de se cou- 
per suivant une ihème droite, il 
en résulte le llu'orème suivant : 

17. THÉOnÉME. Si deux 
angles trièdres de même sommet 

. sont tels que les droites, que dé-' 
terminent leurs Jaces correspon-^ 
dantes soient toutes trois dans un 
même pïdn , leh plans que dêtef— 
mineront leurs arêtes correspond 
dantes se couperont tous trois suî- 
vanl une même droite. '■' 

18. Donc , théorème'/ %i 
deux triangles , situés danè iih 

' même plan , sont teli que les points 
que déterminent leurs côtés cof- 
respondam appartiennent tous 
trois à une même droite , les droi- 
tes que détermineront leurs sont" 
mets correspondons passeroni tou- 
tes trois par un même point. 

Démonstration. Si , en effet, on 
considère ces dcûxtrianglescomine 
les sections , par unm^meplan', 
de deux angles trièt^res , ayant 
un même sommethors de cç plan 'j 
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dans le cas de la proposition ci- ces deux angles Iriidres se tron- 
dessus (17); d'où II résulte év'i- veront dans le cas de la propo- 
demment tiiie les deux ongles silion ci-dessus (,17); d'où il 
trièdres duiveiit jouir de la pru- réstilte évidemment que les deux 
nrieté annoncée. triangles doivent jouir de la pro- 

priété annoncée. 
Remarques. La correspondance entre ces divers théorèmes est 
ici telle que l'exige la géooïélrie de l'espace. Dans la géométrie 
plane , au contruire, le numéro 18 ( série de droite ) répondrait 
au numéro 1 7 ( série de gauche ). 

Les théorèmes compris sous ces deux numéros , susceptibles de 
jevétir une multitude de formes différentes, et desquels on ea 
peut dédiiire uu grand nombre d'autres , sont fondamentaux , dans 
la géométrie de la règle. Ils offrent , en particulier , les méthodei 
les plus simples qu'on puisse employer* pour la résolution des deux 
problèoitô suivans , se correspondant l'un Â l'autre , dans la gév- 
métrie plane : I. lieux points déterminant une droite inconnue , 
qu'un obstacle empêche de tracer , trouver sur une droite donnée , 
£y NE FAISANT USAGE QUE DE LA BÈGLE , un troisième point 
de cette droite? II. Un point . inconnu devant être déterminé par 
deux droites y qu'un obstacle empêche de prolonger , mener , par 
un point donné , EN NE FAISANT USAGE QUE DE LA BÈGLE » 
une troisième droite qui passe par ce point ? 

Si Ton suppose ( 1 y, série de droite et iB y série de gauche ) 
qne le sommet commun des deux angles triiidres devieat le centre 
d'une splièr.* d^; rayon quelconque , oa obtiendra , sur la sphère , 
des tliéorèines analogues aux théorème» 1 7 ( série de gauche ) 
et 18 ( série de droite ) , dans lesquels les droites se trou- 
. veront remplacées par des arcs de grands cercles. On eu conclura la 
possibilité de résoudre , sur la sphère , des problèmes analogues 
aux deux que nous reqons d'énoncer * en ne faisant usage que du 
cofnpas règle , c'est-à-dire , du compas à ouTerturu fixe » servant 
jk décrire des grands cercles , et dans lequel > conséqucmment ', la 
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distance entre les points est riiypolhénuse d*un triangle isocL'Ie rec- 
tangle , dont les deux eûtes de l'angle droit sont égaux au ra^on 
de la sphère. 

Parmi les nombreuseï conséquences qui résultent des théorèmes 
.( 17 et 18), nous nous bonieroiis à signaler les suivantes; 

19. THÉORÈME. Si deux 19. THÉORÈME. Si deux 
quadrilatères sont inscrit et cir- angles tétraèdres sont inscrit et 
conscrit tun à Feutre , de telle circonscrit tun à t autre , de telle 
sorte ijue les droites que déter~ sorte que les droites que déter- 
minent leurs sommets opposés pas- 'minent leurs /aces opposées toient 
sent toutes quatre par un même toiftes quatre dans un même plan } 
point ; les points que détermine- les plans que détermineront leurs 
ront leurs côtés opposés appar~ arêtes opposées passeront tous qua* 
tiendront tous quatre à une même tre par une même droite. 
ligne droite. ^ 

Démonstration. Soient A et B Démonstration. Soient A et B 
deux sommets de l'inscrit adja- deux faces du circonscrit adjacen- 
cens i un même côté ; et soient les à une mt^me arête ; et soient 
A' et d' leurs opposés respectifs. A' et B' leurs opposées respec- 
Soieatdésignésrespectivemeatpar tives. Soint désignées respcctive- 
a,^, a', jV.Iescôtésducirconscrit ment para, ^, a', ^' les arête» 
qui contiennent les points A , B, del'inscritqui sont cootenues dans 
A' , B' ; les côtés conséimlifs de les plans A , B » A'* B' ; les are- 
l'inscrit seront AB , BA' , A'B^ , tes consécutives du circonscrit se- 
B'A ; et les sommets correspon- ront AB , BA' , A''B' , B'A ; et 
dans du circonscrit seront a^ , les faces correspondantes de l'însr 
^y , a'^ , ^'x. crit seront o^ , |8y , a,'^ , J3'a, 

On suppose que les deux droi- On suppose que les deux droites 
les AA' et BB' , celle que déter- AA' et BB', celle que déierminent 
minent tes deux sommets a^ et les deux faces o^ et a'^' y et celle 
a'^ , et celle que déterminent les que déterminent les deux facesoi^' 
deux sommets «jS' etV^ , passent et yjî ,' smit toutes quatre ilans un 
toutes quatre par un même poitit même plan P ; Si doue l'on cour- 
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P ; si (Idnc l'on compare le (rtnn- 
gle (loiit les trois sommets sont 
A , lî Cl «,5 i celui dont les trois 
scrmmets sont A', B' et a'^', on 
^ erra que , par l'Iiypotlièsc , les 
droites que détermntcnlleurd som- 
niets correspoiidans passent ton- 
' tes trois par ua in<?ine point P ; 
d'où l'on conclura (17) que leurs 
côte's correspondans AB et A'B' 
détermiuent un point en ligne 
droite avec les deux points aa' 
et 0(3'. La comparaison du trian- 
gle dont les sommets sont A , B'' 
et o^ à celui dont les sommets 
sont A'', B et a'^ prouvera sem- 
blablement que lepotnt déterminé 
par les côti's AB'tft A'B est aussi 
en ligne droite ayec les deuK 
mômes points ai' et f3,3' i ce qui 
complète lj démonstration du théo- 
rème. 

En raisonnant . comme nous 
l'avoBS fait (18), on conclura fa- 
cilement de lit cet autre théo- 
rème: 

ao- THÉORÈME. Si deux an- 
gles tétraèdres sont inscrits et cir- 
conscrits l'un à Fautre , de telle 
sorte ifue les plans ^ue déterminent 
leurs arêtes opposées passent tous 
quatre par une mime droite , les 
droites que' déterminerons leurs 
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pare l'angle trièdre dont les trois 
faces sont A , B et aj5 à celui 
dont les trois faces sont A', W -, 
et a'^' , on verra que , par lliy- 
potlu'so, les droites que détermi- 
nent leur faces correspondantes 
sont toutes trois dans un même 
plan P, d'où l'on conclura (17) 
que leurs arêtes correspondantes 
AB et A'B' déterminent un plan 
coupant, suivant une même ligne 
droite, les deux plans as' et 
p[5'. La comparaison de l'angle 
trièdre dont les faces sont A , 
B' et a|î' à celui dont les faces 
sont A', B et a'j3 prouvera sein- 
blablement que le plan déterminé 
par les arêtes AB' et A'B coupe, 
«uivant une même droite , les 
deux même plans out et ^jV ; ce 
qui complète la démonstration du 
théorème. 

En raisonnant comme nous 
l'avons fait (18) , on conclura fa- 
cilement de là cet autre the'o- 
rème : 

20. THÉORÈME. Si deux 
quadrilatères sont inscrits et a'r- 
conscrils tun à Vautre , de telle 
sorte que les points que détermî~ 
nent leurs côtés opposés appar- 
tiennent tous quatre à une mima 
droite ; les droites que détermi-* 
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fâcô^ opposées appûTîiendront tou- neront leurs sommets opposés pes- 
tes ijuatr-e à un même plan. . seront toutes quatre par un mémt 
point. 

Remarques. II est plus que sjiperflu d'observer qu'en ge^ouiArle 
plane ce serait le u.» 20 ( série de droits ) qui correspopij^pit au 
n." 1 9 ( série de gauche ). ■ . ^ 

Il est facile de voir que les théorèmes compris sons ces deux 
numéros ont lecrs analogues sur la sphère , lesquels se déduiront 
des numéros 19 ( série de droite ) et 2.0 ( série de gauche ) , en, 
supposant que le somniçt commun des c^eux angles tétraèdres de- - 
vient le centre d'un^ sphère. 

Ce sera tcï le liçu très-natuf-el des deux théorèmes de M. Co- 
riolis déjà cités, démontrés, comme ils l'ont été , lom, XII , pag. 
70: Ils auront leurs correspondans daus. l'espace ^ desquels on en 
déduira, d'analogues sur la sphère. 



S. m. 

Théorèmes sur ïes poly^res. 



ai. THÉORÈME. Si deux 
tétraèdres sont tellement disposés 
" dans t espace que les droites que 
déterminent leurs sommets corres' 
pondons passent toutes quatre par 
un même point ; les droites que 
détermineront leurs J'aces corres- 
pondantes seront toutes quatre 
4ans un même plan. 

Démonstration. On Toit d'abord 
(16) que les trois arêtes d'une 
ijiOme' face de. l'un des tétraè- 
dres concourront arec leurs cor- 



aï. THÉORÈME. Si deux 

t^trojèdres sont tellement disposés 
dans r espace que les droites que 
déterminent leurs faces correspond 
dantes soient toutes quatre dans 
un même plan ; les droites qu« 
détermineront leurs sommets car-- 
respondans passeront toutes qua- 
tre par un même point. 

Démonstration On voit d'abord 
(16) que les trois arêtes d'un 
même sommet de l'un des tétraè-' 
dres y avec leurs correspondantes 
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rcspondaiites dans l'autre en trois 
puiiits qui appnrtieudrorit à une 
intime ligne droîle , dt^tcrmiti^e 
par les plans de ces deux faces; 
.donc les arêtes de l'un et leurs 
correspondantes dans l'autre con- 
courront en sii points , dislribut's 
trois à trois dtir les quatre droi- 
tes déterminées par les plans des 
faces correspondantes ; d'où il est 
facile de conclure que ces qua- 
tre droites appartiendront à un 
iD^me pian, 

22. THÉORÈME. Dans tout 
octaèdre hexagone tel que les droi-, 
tes que déterminent les sommets 
opposés passent toutes trois par 
un même point ; les droites que 
déterminent les faces opposées ap- 
partiennent toutes quatre à un 
mime plan. 

Démonstration. On voit d'abord 
(16) que les arêtes d'une face 
quelconque de l'octaèdre et leurs 
opposées i dans la face opposée 
à- celle-là, concourront en trois 
points, situés dans une Tuéme 
ligne droite , déterminée par les 
plans de ces deux faces ; donc 
les douze arêtes de l'octaèdre con- 
courront deux à deux en six points, 
distribués trois à trois sur les qua- 
tre droites déterminées par les 
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dans l'autre détermineront .trois 
plans se coupant suivant une même 
droite , déterminée par les deux 
sommets dont il s'agit ; donc les 
arêtes de l'un et leurs correspon- 
dantes dans l'autie détermineront 
six plans , passant trois Â trois 
par les quatre droites déterminées' 
par les sommets côrrespondans ; 
d'où il est facile de conclure que 
ces quatre droites concourront eo ~ 
un même point. 

22. THÉORÈME. Dans tout 
, hexaèdre octogone tel que les droi- 
tes que déterminent les faces op- 
posées sont toutes trois dans un 
même plan ; les droites que dé- 
terminent les sommets opposés 
passent toutes quatre par unmême 
point. 

Démonstration. On voit d'abord 
(16) que les arêtes d'uo sommet 
quelconque de l'hexaèdre et leurs 
opposées , du sommet opposé à 
celui-là , détermineront trois plans 
se coupant suivant une même 
ligne- droite, déterminée par les 
deux sommets dont il s'agît ; donc 
les douze arêtes de l'hexaèdre dé- 
termineront deux à deux six plans, 
se coupant trois à trois suivant 
les quatre droites déterminées par 
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plaois des face» opposas ; d'où IL 
est nsé de conclure que ces qua- 
tre droites appartiendront i ud 
même plan. 

■ 23, Réciproquement , THÉO- 
RÈME. Dans tout octaèdre hexa~. 
gone tel ^ue les droites ^ue dé- 
terminent les faces opp osées sont 
toutes quatre dans un même 
plan ; les droites que déterminent 
les sommets opposés passent (qu~ 
(es trois par un même point,, ■ 
Démonstration . C es quatre droî- 
lêa. ëtant dans un même plan , 
chacune d'elles eontieot trois de 
leurs six points d'intersection , 
lesquels soutien même temps ^ 
les points de concours des aréte$ 
opposa ; donc les trois arêtes 
d'une même face et leurs trois 
opposées dans la face opposée 
eoDCOurent en trois points appar- 
tenant à une même droite ; d'où 
l'on doit coocliire (17, série de 
droite ) que les droites que dé-;- 
terminent les sommets <^posés 
de l'octaèdre passent toutes trois 
par un même point. 

Remarques, Les six points de 

concours des arêtes opposées de 

l'octaèdre , distribués trois à trois 

sur quatre, droites situées dans 

Tom. XVI, 
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les sommets opposés ; d'où il est 
aisé de conclure que ces quatre 
droites passeront par un même 
point. 

. a3. Réciproquement , THÉO- 
RÈME. Dans tout hexaèdre oc- 
togone tel que les droites que dé- 
terminent les sommets opposés 
passent toutes quatre par un 
m4me point ; les droites que dé- 
terminent les faces opposées sont 
toutes trois dans un même plan. 

Démonstration. Cesquatre droi- 
tes passant par un même point , 
chacune d'elle est la commune 
section de trois des six plans qu'el- 
les déterminent deux à deux , les- 
quels sont y en même temps , les 
plans déterminés par les arêtes 
opposjées ; donc les trois arêtes 
d'un, même sommet et leurs trois 
opposées du sommet opposé dé- 
terminent trois plans se coupant 
suiT£uit uue même droite ; d'oii 
l'on doit conclure ( 17 , série de 
gauche ) que les droites que dé- 
terminent les faces opposées de 
l'hexaèdre sont toutes uois dans 
un- même. plan. 

Remarques. Les six plans dé- 
terminés par les arêtes opposées 
de l'hexaèdre ^ se coupant trois 
à trois suivant quatre droites pas- 
" 3o 
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un même plan, déterminent (7} aaot par un méint point, dÀer- 

trois nouvelles droites, lesquelles minent (7) trois uouvellet dix»- 

ne sont autre chose que les in- tes lesquelles ne sont autre chose 

tersectious du plan de ces quatre que celles qui joignent le poiM 

droites avec les trois plans qui de concours de ces quatre droi- 

contiennent deux à deux les droî* tes aux trois points que d^terml-^ 

tes que déterminent les sommets Dent dçuz à deux les droites in-* 

opposes de l'octaèdre. Ces non- tersectious des plans des faces 

Telles droites déterminent trois opposées de l'hexaèdre. Ces noa* 

nouveaux points qui sont ceux relies droites déterminmt deux 

où ce même plan est percé par k deux trois nouveaux plans qui 

les droites que déterminent les sont ceux qui contiennent le point 

sommets opposés^ de concours des quatre première! 

droites et les droites que dëternû- 

neot les faces oi^osées. 

On voit aussi que les octaè- On voit que les hexaèdres oc* 

dres hexagones du genre de ceux togones du genre de ceux qua 

que nous considérons ici peuvent , nous considérons ici peuvent , 

de trois manières différentes , être de trois manières difTérentes , étr« 

etivisagés comme la somma ou envisagés comme la difftrenc* oa 

la différence de deux pyramide^ la somme de deux pyramides 

quadraiigulaires , de même base, quadrangulaires de même aom-» 

suivant que les deux sommets met,. Suivant que les deux lûtes 

sont de àiffércns côtés ou da sont du même c6té ou de diffé* 

même côté de la base commune, rens côt^ du sommet commun. 

Une partie de ce qui précède - Une partie de ce qui précède 

peut encore être énoncé de la peut encore être énoncé de la ma-^ 

manière suivante : nière suivante : 

34, THÉORÈME. Si fon 34. THÉORÈME. Si fon 
construit dans F espace' trois qua- tonstruit dans F espace trois en" 
drilotères y ayant deux à deax^ gles tétraèdres y ayante deux à 
deux sommets opposés communs f deux ^ deux foces opposées comm- 
et conséquemmeiU six sommets e» munes , et cansé^emment six /a* 
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tout t ^ manière çae les droi- 
tes déterminées par latrs som- 
mets opposés , lesquelles ne se- 
ront ici (fiiau nombre de trois 
seuleittent , passent toutes par un 
même point ; les points que dé- 
termineront ,leurs côtés opposés 
seront six points distribués trois 
4 trois sur quatre droites com- 
grists dans un même plan. En- 
outre , ces sis points détermine^ 
roht trois nouvelles droites .qui 
uront celles suivant lesquelles 
leur, ptan sera coupé par les 
plans des trois quadrilatères y 
ot tes nouvelles droites détermi-- 
rierottt , à leur tour , trots nou- . 
' reaux points , qui serotU ceux oà 
le métni- plan srra percé par les 
droites que déterminent tes som- 
mets opposés communs aux trois 
quadrilatères'pris deux à deux. 



Rien n'empêche de 8,upposer 
que les trois quadrilatères sont 
dans un même plan (*) ; et, si 
alors on raisoaoe cornue qu l'a 
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ces en tout, de manière que les 
droites déterminées par les plans 
de leurs faces opposées , lesquel- 
les lié seront ici qu'au nombre 
de trois seulement, soient toutes 
trois dans un même plan ; les 
plans que détermineront leurs arê- 
tes opposées seront six plans se 
coupant trois à trois suivant qua- 
tre droites passant par un même 
point* En outre , ces six plans 
détermineront trois nouvelles droi- 
tes contenant le point commun 
aux quatre premières et les 
sommets des trois angles tétra^* 
dres ; et ces nouvelles droites dé-, 
termineront t à leur tour, trois 
nouveaux plans , dont chacun con- ' 
tiendra le point commun aux six 
premiers , et une des droites dé- ■ 
terminées par les plans des fa- 
ces opposées communes aux trois 
angles tétraèdres pris deux à 
deux. 

Bien n'empêche de supposer 
que les trois angles tétraèdres 
ont même sommet; et, si alors 
on raisonne comme on l'a fait 



(*). On obUent aioii le thëorème dont Is dëmoiutratioa a ëtë demaadrf» 
à la page Sgâ da XV.' roliune du présent recueil. 
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(i8), on obtiendra ce nouveau (18), on obtiendra ce nonreatt 

théorème : théorème : 

a 5. THÉORÈME. Si Fort cens- a. 5. THÉORÈME, Si ton cons- 
truit trois angles tétraèdres de truit, sur un même plan trois aua— 
même sommet , ayant ^ deux à drilatères ^ ayant ^ deux à deux , 
deux , deux arêtes opposées com- deux côtés opposés communs , gt 
munes « et consé^uemmeni six conséquemment six côtés en tout y 
arêtes en tout , de manière que de manière que les points déter* 
les plans déterminés par leurs minés par leurs côtés opposés , 
arêtes opposées , lesquels ne se- lesquels ne seront ici qu'au nom— 
ront ici qu'au nombre de trois ire de trois seulement y appar— 
seulement passent par une même tiennent à une même droite \ 1er 
droite ; les droites que àétermi- droites que détermineront leurs 
neront leurs faces opposées se- sommets opposés , seront six drot- 
font six droites distribuées trois tes se eoupanf trois à trois en 
à trois sur quatre plans passant ■ quatre points du plan de ces qua- 
par le ■ sommet commun des trois drilatères. En outre^ ces six droi- 
angles tétraèdres. En outre ^ ces tes détermineront trois nouveaux 
six droites détermineront trois points (le ce plan ; et ces trois 
nouveaux plaAt , passant aussi points détermineront trois nou~ 
par ce sommet commun ; et ces velles droites dont chacune con- 
trais derniers plans détermine- tiendra le point déterminé par 
ront 'trois nouvelles droites dont deux côtés opposés de F un des 
chacune sera dans le plan des ■ quadrilatères* 
arêtes opposées de l'un des an- 
gles tétraèdres. 
' En particulier , ce théorème ' En particulier , ce théorème 
contient le suivant ; contient le suivant : 

a6. THÉORÈME. Dans tout a6. THÉORÈME. Dans tout 

angle hexaèdre , tel que les plans hexagone tel que les points que 

que déterminent les arêtes op- déterminent les côtés opposés , 

posées passent tous trois par la appartiennent tous trois à une 

même droite ; les droites que dé- même droite ; les droites que dé- ' 
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terminera ies faces opposées ap- terminent ies somme/s opposés 

jpartiennent toutes trois à un méine passent -toutes trots par le même 

plan» point, 

Pais,enraisonaantcommeDoas Puts,eDraisoDnaiitcoiiiineDous 

l'avons £fik <i8)î l'aTons fait (i8) ; 

«7. THÉORÈME. Bans tout a?. THÉORÈME, Dans tout 

hexagone tel ^ue les droites que angle hexaèdre tel que les droi- 

déterminent ies sommets oppO" ies que déterminent les faces oj^ 

ses passent toutes trois par le posées appartiennent toutes trois- 

mime point s les points que dé- à un même plan ; les plans ^ue • 

terminent les côtés opposés ap— déterminent les arêtes opposées 

partieaaenttoustrobà une même passent tous trots par une même 

droite. droite. 

En Géom^rïe plane , oe serait le n." 26 ( série de droite ) cjui 
correspondrait au n.' 37 ( série de gauche ). 

aa. THÉORÈME^ Dans tout a8. THÉORÈME. Dans tout 

hexagone gauche tel que ses ce- hexagone gauche , tel que ses c6~ 

tés opposés sont deux à deux tés opposés concourent deux à 

dans trois plans ; les droites que deux en trois points ; les droi~ 

-déterminent les sommets opposés tes que déterminent les plans des 

passent toutes trois par un même angles opposés sont toutes trois 

point y intersection de ces trois dans un même plan , déterminé 

plans (*). - par ces trois points (*). 

Démonstraiioru St en efi«t on Démonstration. Si en effet on 

joint chaque sommet aux deux considère ies intersections du plan 

qui ne lui sont pas opposés par de chaque angle avec les plans 

des droites , on aura ainsi douze des deux angles qui ne lui sont 

droites que l'on pouira consid^ pas opposés > on aura ainsi douze 



C*} On reconnatt ici les deax tliëorèm 
htareux parti ( Tout. X.V , pag. 393 ). 



i dont H. DandelÎD a tiré ob li 
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rer comme les douze arêtes d'un' droitei qae l'on pourrt considë- 
octaèdre hexagone du geare de rer comae les douie arêtes d'un 
ceux dont il a été question (21 hexaèdre octogone du genre de 
et suivant ). Or les droites dé- ceax dont il a élé question ( 31 
termint^es par les sommets oppo- et suivant ). Or les droites dé— 
se» de l'hexqgoae gauche ne se~ tennin^ par lies glans des au- 
ront autre que les droites- dëter- gles opposa de l'hexagone gan- 
miii^ par les sommets opposa che ne seront autres que les droi— 
de l'octaèdre ; d'où il r^uUe que ■ tes détermina par les- faces op- 
ces trois droites passeront par un posées de l'hexaèdre , d'où il suit 
même poiuU que ces trois droites apparUen- 

dront à un même plan. 

Remar<ptes, On pourrait traiter ici db l'icosaèdre dodécagone et 
du dodécaèdre . icosagone. dans lesquels les droites que déterminent 
les sommets opposés paissent par le même point , ou dans lesquels 
les droites déterminées pailles plans des faces opposées appartien- 
nent à un mêm& glan. On pourrait traiter ensuite de L'inscription 
et de la circonscription du tétraèdre & lui-même , de celle del'oc- 
tiièdre hexagone & l'hexaèdre hexagone » et de celle de l'icosaèdre 
dodécagone au dodécaèdre icosagone. On pourrait enfin placer ici. 
l'article sur les lois générales qui régissent les poljèdres , rappelé 
au commencement du présent mémoire , ainsi qu'une grande partie 
de l'article de la page 3a i du tome IX.* 

Quelques persoonej trouveront peut-être que ce qui précède 
manque de développement ; mais nous les prierons de remarquer 
que nous n'écrivons pas pour les commençans, et qu'il nous a 
dû sembler préférable de multiplier les points de comparaison que 
d'entrer sur quelques-uns d'entre eux dans de minutieux détails 
que tout lecteur tant soit peu versé dans la géométrie pourra fa- 
cilement suppléer. Nous croyons en avoir dit suffisamment pour 
mettre hors de toute contestation ces deux, points de philosophie 
mathématique , savoir i.^ qu'il est une partie assez notable delà 
géométrie dans laquelle les théorèmes se correspondent exactement 
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dent i deux , aitut que I«s raisonaemens qu'il faut faire pour 
les A&blir , et cela en rerta de la nature même de l'étendue ; s,*^ 
que cette partie de la gëomiftrie , qui prendrait une tr«s-grande 
étendue ,, si l'on voulait y compreodre les lignes et les surfaces cour- 
hes (*) , peut être complètement développée indépendamment du 
calcul et de la connaissance d'aucune des propriétés métriques des 
grandeurs que l'on considère. 

Il Dous ft paru qu'un point de doctrine d'une importance aossi 
majeure, dont nous avons été frappés pour la première fois il j 
a plus de dix ans , et que l'esprit de détail avait dérobé jusqu'ici 
i la vue des géomètres , ne devait pas demeurer plus long-temps 
^ sans être mis en pleine évidence. Nous craignons bien toutefois que 
ce que nous venons d'écrire passe sans eue aperçu ou que du moins 
d'après un examen superficiel , beaucoup n'y voient qu'un de ces 
rapprocbemens forcés qui n'ont de consistance que dans l'esprit de 
ceux qui les imaginent. 



(*) Voici de quelle maniire on pourrait débuter dans la partis de cette 
giiom^trie relative aai lignes et aurface* courbea. 

Df/mltion. Soient dans l'eipace , nn tJéfinitioji, Soient, êtniiYet^ee,JiA 
pbn fiie et trois droites, acm sitnées poïAliie et trois droites fius, boa 
deux * deux dans an mftme plan; et conconraot deux i deux en nn mtmm 
Mnoerons ane droite mobile posant point; et oonoevon» une droite mo- 
eoBBtamment sur let trois droites fixes, bile posant constamment sur les trois 
Cetie droite mobile et le plan fixe dé- droites fizes^ Cette droite ipobile et 
termineront une série de points; et la le point fixe détermineront nne sé- 
conrbe plane qui les cAmprendra tons rie de plans, et h sarfaee coniqu 
sera ce qu'on «ppdle imS lignf du «• k laqaelle ils en-ent tons langeas scn 
têttd êrA%. «e qn'oa nppéUe wM turfan twùquê 

et ttcond aràrt, 

THEORSMS. TauU lurfscê eonlgut TÙEORSBÎE. Tout$ ttction plant 
fui patte par ma Ugnê du ttcondordn /aiuà uneturfitet conique du ttcond 
4tt une tw/ae» eotiiqut dji tieOAd Htdfaf ordn est une ligne du second ordre. 

Dimonttration. Etc. , etCt Dimonttration. Etc. , etc. 
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QUESTIONS PROPOSEES. 

Thé<»-èm€s de gêoméOie, 

Denx quadrilatères quelcontjn es Deux angles t^traSdres qnel- 

«taut donnes , il existe un angle conques étant donnés , il existe 

tétraèdre auquel ces deux qua- un quadrilatère auquel ces deux 

drilatères sont l'un et l'autre ins- angles tétraèdres sont l'un et I*au- 

crîptibleSt tre circonscriptibles. 



Problèmes de gëoméCrie, 



On a construit snr les denx 
jâcesd'nn angle dièdre deux trian- 
gles tels que les points que dé- 
terminent leurs côtâ correspon- 
dans sont tous trois sur Taréte de 
l'angle dièdre, et conséquemment 
en ligne droite , d'où il r^ulte que, 
quelle que soit l'ouverture de l'an* 
gle dièdre , toujours les droites 
que détermineront les sommets 
correspondans des deux triangles 
passeront par un même point. On 
suppose que l'on fait varier cette 
ouverture , et on demande quelle 
ligne ce point décrira dans l'espace ? 



Deux angles trîèdres sont tels 
^e les plans que déterminent 
leurs arêtes correspondantes pas- 
sent tous trois par la droite qne 
déterminent leurs sommets , et se 
coupent conséquemment suivant 
une même droite-, d'oîï il résulte 
que, quelle que soit la distance de 
leurs sommets, toujours les droites 
que détermineront les faces cor- 
respondantes des deux angles trié-: 
dres seront dans un même plan. 
On suppose qne l'on iait varier 
cette distance , et l'on demande à 
quelle surface ce plan sera cons- 
tamment tangent ? 
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THEORIE DES PARALLELES. 



GÉOMÉTRIE ÉLÉMENTAIRE. 

Lettre au Rédacteur des Annales , Sur la théorie des 
parallèles , 

Par M. Servois, conservateur du Muséum d'Artillerie. 

vuvMWwnnniwuwsx- 

Xjes insomnies , mon bien excellent amî , compagnes et stiife de 
fluxions combinées , croisées , enchevêtrées , etc. , m'ont procuré des 
rêves ; or lés rêves d'un géomètre roulent sur la géométrie , et ceux 
d'ua vieillard remontent vers TA, B, G; ainsi altendez— tous à 
lire des rêves sur les parailèlesi 

Premier rêve. M. Legendre ( XII • édition de sa Géométrie ) 
enseigne à construire un triangle tel que la somme de ses trois 
angles soit égale à celle des trois angles d'un triangle donné ABC 
( iig I ) et dans lequel , en outre , la somme de deux des angles 
soit plus petite qu'un angle donné. 

Soit en effet B le pltt grand des trois angles du triangle donné; 
soit M le milieu de l'un quelconque BC des deux- côtés adjacens , 
etsoît menée la droite AM. Soit menée la. droite A,C, , doublé de 
AM , et ayant son milieu en N. Par ce point N , soit menée «ne 
droite NB, égale à MB^MC , et faisant avec A^C, deux angles 
B,NA, etB.NC, , respectivement égaux aux deux angles AMG et 
AME. Alors, en tirant B,A, et B,C, on obtiendra deux triangles 
B.NAi et B,NC,> respectivement ^aux aux deux triangles CMA 
et BMA \ d'où il suit évidemment que la somme des trois angles- 
Tom» Xyi^n." VU, u» février t8a6. ii 
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du triangle total A,B,C, sera la même que celle des trois angles du 
triangle ABC. De plus, dans le triangle A, B,C, , le côtéB,A,=AC 
sera plus grand que le côté B,C,=:BA ; d'où il suit que l'angle A, 
sera plus petit que l'angle C, ; or , comme on a d'ailleurs » par 
suite de la construction , A,+C,'=A , il s'ensuit qu'on aura A, < -î-A. 
Enfin , puisque B, est plus grand que B , cet angle B, sera le plus 
grand des trois angles du nouveau triangle. 

Par une semblable construction , on transformera le triangle 
A,B,C, en un autre A,B,C, , dont la somme des angles sera en* 
core la mi^me, et dans lequel on aura A,<tA, , et, par suite, 
A , < ~\. En poursuivant donc ainsi , on pourra parvenir à un trian- 
gle A„B C„ oïl l'on aura A„< — A , et par suite A,<3, en dé- 
signant par i un angle aussi petit qu'on voudra. Faisant alors une 
transformation de plus , on parviendra à un dernier triangle adc > 
dans lequel on aura a-\^c=s\^, et par suite a+c-^9. 

M. I^gendre a fort bien démontré, avec son luban, ( voyez les 
éditions antérieures de sa Géométrie ), que la somme A+B+C 
des trois angles d'un triangle ne pouvait excéder denx angles droits; 
mais, comme il n'est pas encore démontré que cette somme ne 
peut être moindre , on est obligé de supposer , en désignant par D 
l'angle droit, A+B-f-C=ai> — 9, l'angle 9 étant inconnu. Or je 
vais démontrer que , pourvu qu'on admette que la somme des trois 
angles de tout triangle est plus grande qu'un droit, ou que ' 
A+B4-C=D+9 , cet angle 3 doit être nuL 

En effet , transformons ABC ( fig. i ) en aie ( fig. 2 ) , de 
manière qu'on ait a-\-£^6; alors ou aura hyD. Construisons » 
snr ah triangle abk , équilatéral avec abc ; l'angle kbc , supplément 
i quatre droites du double de d, sera <_2D. Tirons ck et nous au- 
rons un nouveau triangle ack dont la somme S des angles sera 
égale , moins quatre droites , à la somme des angles réunis des trois 
triangles abc , abk , Ick ; c'est-à-dire qu'en aura , en représentant 
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par 3.D — ^ la somme des angles du triangle chk , 5=2Ç2Z> — S) 
■4-(3l>— 5') — 4^ , ou bien S=2D — a5 — è' ; ou enfin , plus simple- 
ment S^zD — 2i. 

Transformons pareillement ack en a,c,k, ; ici on aura 5,=a 
(2D—2SS')-\-(2D—S")—/iD ; ou simplement S,<2D~4è. En 
continuant ainsi , on aura, apn-s n transformations, 5„<2i) — 2"8. 
Or , quelque petit que soit i'angle S , s'il n'est pas nul , 2"5 pourra 
égaler ou surpasser D; d'oïl il résultera, contrairement à l'hypo- 
thèse S <,D. 

Ainsi le théorème pythagoricien , concernant la somme des an- 
gles du triangle , serait complètement démontré , si l'on parvenait 
à démontrer celui-ci : « il n'y a pas de triangle dans lequel la 
» somme des angles soit égale ou inférieure à un angle droit». 

Un de vos docteurs ( si ma mémoire ne faut ) a proposé ja- 
dis, pour faciliter la cure des maladies, de les transformer: de 
faire en sorte , par exemple , qu'une affection chronique irrégulière 
devienne régulièrement intermittente. Je désirerais fort que la nou- 
Telle forme que prend ici la maladie les parallèles se prêtât à un 
traitement qui pût être couronné d'un heureux succès. Quoi qu'il en 
puisse advenir, en elle même et comme fait , la transformation 
dont il s'agit me parait curieuse. 

Autre rêpe. Soit le triangle ABC ( fig. 3 ) , rectangle en B. Ele- 
vons CE , perpendiculaire à BG en C. Par un point quelconque 
h, entre B et C , élevons une autre perpendiculaire he , sur la 
même droite BC , cette droite étant parallèle au côté BÀ cou- 
pera nécessairement le câté AC en quelque point a. Dans le qua- 
drilatère convexe (Z^BA , qui a deux angles droits en B et ^ , on 
aura la somme BÀa-|-Aa3 des deux autres angles inférieurs ou tout 
au plus égale à 2D ; car de ce que la somme des angles d'un 
triangle ne saurait être >2Z), il suit que celle d'un quadrilatère 
convexe ue saurait être >4^* D'un autre côté^ 2J)^S.ah'\-hac \ 
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donc la somme BAo-j-Aff^ doit être infiérieiire cm tout au plu» 
és&le à Kab-^ taC , ou, en réduisant BAc baC 

Si, entre i et C , on ^(ève une autre perpendiculaire iV , cou- 
pant AC en a' on aura de même baa' 3'fl'C. Ainsi, en imaginant 

qu'une droite (Constamment perpendiculaire à BC , parte de la po- 
sition B\, pour parvenir à une dernière position CE; cette droite 
ne cessera de couper AC , en faisant avec elle des angles baC 
b'a'Ç , qui croîtront continuellem^at, à moins qu'ils ne s'avi- 
sent de rester i^gaux pendant quelque temps. 

Admettons pour un moment cette hypothèse, et .soit baC^bWC» 
Par le milieu o de aa' , j'abaisse sur b'e' la perpendiculaire o^ qui 
prolongée ira couper bâ en /. A cause de l'égalité des triangles oa'i 
et oa/ , ol sera aussi perpendiculaire sur Be Ainsi , dans cette hy- 
pothèse, on aurait un quadrilatère b/^ib^ dont les quatre angles se- 
raient tous droits, résultat qui donnerait, sur-le-champ , comme on 
sait , la di.'munstration du théorème pythagoricien. Il faut donc , 
ai l'on veut prolonger la discussion , supposer que les angles baC , 
b'a'C , ou , ce qui est la même chose , leurs opposés au som- 
met kae , \û'e* j ... croissent sans interruption vers une limite qui 
est l'angte ACE. On ne dira pas qu'au lieu de ACE il faut pren- 
dre pour limite un angle moindre ACE — B ; car par C soit me- 
née Qp , faisant avec CE un angle 6 , notre droite mobile , dans 
sa dernière position , serait & la fois sur CE et sur C^E ; c'est-à- 
dire qu'il y aurait deux chemins distincts et les plus courts entre C 
et Ë \ c& qui est absurde. Ceci est un lemme peur ce qui suit. 

ScHt un triangle acutangle , non équilatéral ABC ( fig. 4 )■ Sur 
AB , je construis ABK , équilatéral avec ABC , et je tire CK , 
coupant AB en P. Soient S ^ S' , S" les sommes d'angles des 
triangle^ ABC , ACK , BCK , respectivement. On anra ^S^S'^S"* 
Or les sommes S' , S" sont inégales ou égales. Dans le premier 
cas , Boit S'<,S" i on aura donc aussi $'<,S. Comme CK est per- 
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pcDdiculaire sur AB en P ; à partir de CK , je fais mouToir per- 
pendiculairement & AB , en allant vers A , une droite qui , d'a- 
près ïe précÂient lemme , fera constamment avec AC et AK des 
angles de plus en plus grands. Soit EF une de ses positions, cou- 
pant AB en O. Si AEF— ACK=-^=- , on aura 5 pour la s<,mme 
des mgles du triangle AEF ; car , soit Z cette somme , on a 
■Z=A-f-aAEF et S'=A-J-2ACK , d'où 2(AEF— ACK)=Z— 5' , 

5— * 
^nation qui donne Z^S, quand on fait ADF — ACK= — — . 

"Or les sommes d'angles des triangles AEF , entre C et A , peu- 
veiU devenir assez grandes pour admettre l'hypotlièse d'un triangle 
întermMiaire ayant la somme de ses angles i^gale à 5. En efîet, 
comme on l'a prouvé, ia limite des accroissemens de sommes d'an- 
gles pour AEF est D~-^K ou ; 7) désignant toujours l'an- 
gle droit; donc, la limite des accroissemens de AEF — ACK sera 

sD— A ' S'—k ^D—S' ■ , . 

— — — on ; quantité toujours plus grande que 

, puisque 5 est supposé <2lî. 

Cela étant ; je prend sur AB une longueor OHsOA , je joins 
HF ; et le triangle AHF aura S pour sommes d'angles ; attendu 
qu'il a même somme d'angles que le triangle AEF, Je joins KH. 
Alors , désignant par zD — S , ^D — i' les sommes d'angles respectives 
des triangles BKH «t FHK , j'aurai TÏsiblement 

d'où résulte i+i'=:o ; ou bien 3=i'=o, parce que S et i* 
sont essentiellement de mêmes signes. Donc i*aurai deux triangles 
BKH , KHF , qui ont l'un et l'antre une somme d'angles égale à . 
sD. Or, on sait qu'il suffit d'avoir un seul triangle de celte espèce _ 
pour démontrer complètement le théorème pythagoricien. 
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Dans le deaxième cas; c'esi-i-dire , si 5'=5"=5, il est visi- 
ble qu'alors les triangles rectangles BPC et APC auraient même 
somme d'angles T. Je prends PN=PB , pour avoir le triangle CPN 
(îgal k CPB. Ainsi , désignant par 2D~è la somme des angles du 
triangle ACN , j'aurai T-^{zD—&)-:iIh=2\ d'où 5=o ; et par- 
lant , voilà encore ua triangle ACN qui a aZ) pour la somme de 
ses angles. Considérez tout ceci , au surplus , velut agri somnia, 

Paris, le i5 novembre i8a5. 



OPTIQUE. 

Recherches danalîse sur les caustiques planes. 
Par M, Ch. Sturu. 



lYJ.. Gergonne , par ses derniers travaux sur l'optique aoalitique, 
en a porté les principes au plus haut degré de simplicité et d'élé- 
gance qu'ils puissent atteindre. Il a montré , en particulier , par 
divers exemples , avec quelle facilité la théorie générale qu'il a éta- 
blie conduit à tous les résultats déjà conous. Cette nouvelle théo- 
rie , purement analitique , devant suffire pour rendre compte de tous 
les phénomènes que la réflexion et la réfraction ordinaire peuvent 
offrir , il m'a paru à propos d'y rattacher quelques propriétés g^ 
nérales des caustiques planes qui ont beaucoup' occupé les premiers 
investigateurs de ces sortes de courbes propriétés qui n'ont encore 
été démontrées jusqu'ici que par la méthode mixte et imparfaite 
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des infiniment petits, et qui méritent d'être reprodoites et génërali- 
sëes dans le langage qui convient à l'état actuel de la science. Je me 
propose, entre autres choses , de faire voir que toute caustique, pou- 
vant toujours être considérée comme une développée , est conséquem- 
ment rectifiable. Sous le point de vue de l'utilité physique , cette pro- 
priété des caustiques n'est pas sans quelque importance , en ce qu'elle 
peut don neria mesure de l'intensité delà lumière aux diiTérens points 
de ces sortes de courbes. On conçoit , en effet , que les arcsï de caus- 
tiques qui reçoivent une égale quantité, de rayons lumineux sont 
d'autant moins éclairés qu'ils ont plus de longueur. Maïs , avant 
d'exposer les formules relatives à celle rectification , je donnerai 
d'abord celles qui établissent une relation entre les longueurs des 
rayons incidens et réfractés correspondans , prises , l'une et l'autre , 
depuis le point d'incidence jusqu'à ceux où ces rayons touchent 
leurs caustiques respectives. Ces élégantes formules , dont la recher- 
che première paraît due à Jeao Bcrnouilti , renferment implicite- 
ment celles qui servent à déterminer les foyers des miroirs et len- 
tilles de toute espèce ; elles ofTreut en outre , le plus souvent , le 
seul moyen praticable pour construire par points les caustiques dont 
on s'occupe , et pour parvenir ainsi à une connaissance exacte ou 
approchée de la ligure de ces sortes de courbes ; comme on peu^ 
le voir par plusieurs exemples cons ignés dans VJnalise des infini- 
ment petits du Marquis de l'Hôpital, et par un mémoire de Petit, 
inséré dans le II.* volume de la Correspondance sur técoîe poly-' 
technique. 

Pour parvenir au but que j'ai en vue , je dois d'abord rappeler 
sommairement la théorie des caustiques planes de M. Gergonne, 
Cette théorie se réduit simplenjient à ce que, à chaque tr.ftjectoire 
orthogonale des rayons incidei^s , il répond toujours une trajectoire 
orthogonale des rayons réfractés , telle que , de quelque point de 
la courbe séparatrice des deux milieux que l'on mène des norma- 
les aux deux trajectoires , les longueurs de net normales seront 
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respectivement entre elles dans le rapport constant du sinus ttin— 

cidence au sinus de réfraction 

On conclul delà immédiatement que (^, K), étant le point d'in- 
cidence , {x,y) , (a^'tXO les pieds des normales abaissées de ce poipt 
sur les deux trajectoires , et le rapport conslaot de A à A' celai de 
Uurs longueurs ; en posant 

dy=:.PdX , dy=.pd:c , ày'=p'àx^ j. 

on aura les quatre équations. 

a' *" V* * ^'' 

iX-x)+p{Y-y) = o , (a) {X-x')^p'iY~f)=o . (a') 

(r->)+p(y-y) _ (y-»o+p(r--yo 

dont la dernière est comportée par les trois autres. 

Puisque ces équations n'équivalent qu'à trob seulement , et que 
d'aillears chacune des trqis courbés se trouve détertniiiée par les 
deux autres, îl s'ensuit que , des six variables X, T^ x,y, x' ^ 
yf , une seule doit être regarda comme indépendante. Prenons X. 
pour telle , et posons 

iP^qàX , d^=fir , dpf=^àx' , 

nous aurons- 

àjr àjr As ^ , ^T' ^' ^' , ^ 

(*)' V^* "a P*S* ^ ^ prêtent Tolome, 
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Si Bëren liant alors les trois dernières équations sons ce point de Tac, 
ta ayant ^gard à ces relations , il viendra 



A* A'' 

mettant ensjiite dans la dernière les valenrs de - 

d 

r^ des deux qui ta procèdent , on aura 

(.+0+g(r-:r)- ''.'^"Jy : 



(i+n+Çti'-rO- 7- -'■"^'^''- 



.(4) 



(■+/■)— v'(y—r') 



Cela pose, les axes des coordonnées nVtant simplement assujet- 
tis qn'à être rectangulaires , et pouvant d'ailleurs avoir , sur le plan 
des trois courbes , une situation quelconque ; il nous est permis 
de supposer , pour simplifier un peu ce résultat , qu'on a pris pour 
origine le point d'incidence ( X ,' Y ) , en dirigeant les axes des 
X et des y , respectivement suivant la tangente et la normale à 
la courbe séparatrice en ce point. On aura ainsi ¥"=0 , P=o ; et 
si , en outre , on désigne par R le rayon de courbure de cette 
séparatrice en ce point, on aura Ç=— — ; au moyen de quoi 
]'i?quation (4) deviendra simplement ' 

Tom.-XFh 3a 
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Di'signons par {S) la courbe séparatrice , par (T) , (T*) les deux 
trajectoires, par (C) , (C) leurs développées respectives, lesquel- 
les ne sont autre chose que tes caustiques furoiees par les 
rayons incidens et réfractés. Scient \k , X'k les longueurs des 
/io.rmal_es abaissées respecjjyement sur les deux trajectoires (T) , 
(T') ; soient (/) , (r) les points où ces normales touchent les caus- 
tiques (C) , (C') ; et soient d, d' les distances de l'origine à ces 
deux points; soient enfin r, r' 1m rayons de courbure des deux 
trajectoires, pour les points (^, j)» (-^'ï/O; 

Prenons pour angle dus coordonnées positives celui dans lequel 
se trouve situé le point {t) de la caustique (C) % et remarquons 
que le rapport de A à \' pouvant toujours êtx? supposé aussi voi- 
sin de l'égalité qu'on voudra , il s'ensuit que la caustique (C) peut 
être supposée indéfîniuient voisine de la caustique (C) , sans pour- 
tant se confondre avec elle ; a«q«el cas le point (/') se trouvera 
très-voisin de (/) et situé, comme lai, dans l'angle des coor- 
données positives. 

RemarqHons présentement que, les deux trajectoires (T) , (T') " 
étant liées entre elles, mais d'ailleurs arbitraires, .l'une et l'autre,- 
on peut toujours fatr^ passer l'une d'elles par un point donné, 
pris comme on voudra- On peut donc supposer le point (x., y) 
de (T) situé entre le point (/) et l'origine , et ù près de cp der- 
nier point qu'on voudra ; et alors , à raison de la presque égalité 
des deux notnbres À et V ^ le point {^ t .y*) se.trpuTera ég^«- 
ment situé entre le point (/'') et l'origine. 

En conséquence ou aura 

i=r+ik , (6) ^«.rî+i'i , («0 
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p=—r%ne.(,RW) , (8) p'=-Tar,giR,J') , (8-) 



:ll±ei, fe) ^=1^. toO 



Dm qaatre ^uations (8,9) 8'', 9') on tirera 



'•*■/'•= f:tt7fx • '+P' 



Coa.'{H,d) • ^ Cos.*(A^'} 



^ rOHJ(_H,d) ' ^ r'C<rt.3(B,rf') 

d'où OB conclura , à l'aide d«s ^uatioos (7 , 7^) 






•t par conspuent 



•a t en vertu des ^uaiions (6 , 6^ ' 

Substituant toutes, ces diverses valeurs dans l'^nation (5) elle de- 
Ttendja 
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A' A'' 

mais (6,6'') 

5 = j =C0S.(5,^ ;j , 

^ = 7i ^'^^^ (f'''J 7 



donc * en substituant , et remplaçant i—Cos.*(R,d) et i— Cos.*(Aj^} 
par Sia.»(fl/J et Sin.'(R,d') 






Sm-'CBi-P) , * ( Cos.(R,JO , Ctw.'ÇH.rfQ 






Sii).'(H.i) Sîn.«(B,<P) 



doDc finalement 
I t Cot-cR. 



■''> , Coa.'(B.rf) |_ I ( Co!i.(B.rfO , C(«.*CB,J) ) 

1 ^^ j— ^,j — jj H ^^ J, 

Ainsi étant donné l£ rapport de A à A' qui est celui du sinns 
d'incidence au sinus de réfraction , la caustique des rayons inci-^ 
dens et la courbe séparatrice , et par suite le rayon de courbart 
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R de cette dernière en chacnn de ses points (*) ; on pourra j-k 
l'aide de cette dernîi*re équatîon>, déterminer tant de-poial» qu'im- 
Toudra de la caustique des rayons ri^fractës. 

Si la ligne séparatrice était une ligne droite, on aurait Asoo , 
•t l'équation deviendrait simplement 

...■■' co9.'(n,<i) Ct«.'(n,<p) 



d*où ToD Toit qu'alors il et d' devraient constamment être de même 
signe. Dans tous les autres cas , il faudra se rappeler que la for* 
mule générale sappose que les points (/) , (/') sont tous deux si- 
tués dans la concavité de la séparatrice , et varier conséquemment .Ifs 
lignes de J et d' suivant la situation des points que l'on consi- 
dérera sur l'une et sur l'autre caustiques. 

Pour passer de là au cas de la réflexion , il sufTira de supposeit 
1'= — A, Aag. S^') =Ang.(IÎ,d) et.de chauger les, signes de*/ et 
J'. il viendra ainsi 






KCo».(il,<0 . itCoB.(fi^ 



cependant d etd' devront avoir des signes contraires, si les points 
de contact (/) , (/') tombent de difierens côt^s de la courl>e re~ 
fléchissante. ■ ■ • ... - , . 

Revenons au cas de la réfraction. Considérons un rayon inci- 
dent et le rayon réfracté correspondant, diCtérens de cem que nous 
avons considérés plus haut, et pour lesquelsnous désigi^erons par 
^•» ''il ^'1 > '"'1 I ^i ' '^5 longueurs analogues à celles que, nous 



(*) Vo^. lor ce sujet U png. 36i du Todi. XI. 
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tiyÎQTtft litfsigp^es fat à^ r ^ d\ H , k pour les prenùecs ; mouf 

Wi^(HU » CftB»ne alors , 

d*oA en retranchant 
puïa en ëlùninanc A,— A , 

X A' * 

mais, en représentant par s et s' , respeçtirement les longuetin 
des a.rçs de chaque caustique compris entre les points de contact 
4es deux rayons , et en supposant que les rayons ds courbure Tonl 
. croissant , on a 

on aura donc » en substituant 



c'est-à-dire qu'ai général la diOërence des longueurs de deux rajonr > 
incidens , mesurées depuis leur caustique jusqu'à la courbe sépara- 
trice , augmentée de l'arc de cette caustique compris entre eux , 
est à la difiëreace des longueurs des rayons réfractés correspondans , 
mesurées également depuis leur caustique jusqu'à la courbe sépa- 
ratrice , augmentée de i'arc de cette caustique compris entre eux ^ 
dans le rapport eonsunt du sinus d'incidence au sinus de réfrac- 
tion. Nous disons en général , parce que le théorème se trouverait- 
en défaut H » sur l'une ou sur l'autre caustique ou sur toutes le< 
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tfenk il se troarait an point de rebroassémeat entre les poiois de 
contact des deux rayons. 

Si donc on suppose que la caustique des rayons incidens soit 
rectifiable et que la courbe séparatrice soit algébrique , la causti- 
que des rayons réfractas sera, (également algébrique et recli6able. 

Dans l'application de ce ihéorèoief comme dans celle de celui 
que nous avons démontré en premier lieu, il faudra avoir égard' 
â^:x signes de ^ et d' , et il aura, comme celui-là, son auslogu* 
pour la réflexion. 

On' déduit de tout cela, en particulier , que, s! des rayons inci- 
dens parallèles ou émanés d'un m^me point et compris dans un' 
même plan subissent une suite de réflexions et de réfractions , à' 
la rencontre de courbes algébriques quelconques , situées dans ce 
plan , les caustiques auxquelles ils donneront naissance , depuis la 
première jusqu'à la dernière seront toutes algébriques et rectifîa<- 
bies. II en sera donc de même , dans t'espace , pour les surfaces 
caustiques engendrées par des rayons qui se réfléchiront et se r'é- 
fracuront successivement , à la rencontre .d'une> suite de surfaces 
algébriques de rérolulioa ayant un axe commun \ pourvu que les 
layons primitifs émanent tous de l'ua d«s points de cet axe ou soieal 
tous parallèles à sa direction. 



OPTIQUE. 

Formules d'optique à trois dimensions ; 
Par M. G £ Rco H H E, 



Woi» n^i» prapotoiu , 4>iu ce qui t« luWre , de cotulrnin, tAut 
la riululion des.p(ot))«ii>M d'oplif iw ^ ni t^hOattU MùtMentmt 
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les Croîs dimensions de l'espace , des formules analogues à celle* 
que nous avons construites à la page 65 du présent volume , pour 
la résolution des prublùines d'optique plane. Mous montreroos en- 
Sicile, par un exemple, la manière d'eu faire usage. 

Le théorème fondamental consiste ici en ce que , â chaaue sur~ 
Jace trajectoire orthogonale des rayons incidens ^ il répond tou~ 
jours une surface trajectoire orthogonale des rayons réfractés telle 
que , de quelque point de la surface séparatrice des deux milieux 
que ton mène des normales à ces deux- autres surfaces , Us lon- 
gueurs de ces normales seront respectivement entre elles dans It 
rapport constant du sinus d'incidence au sinus de réfraction. 

Soient donc {i,u,f) un quelconque des points de la surface 
«éparatrice , {x',y',z') et \x,y,z) les pieds des normales abais- 
sées de ce point sur les deux, surfaces trajectoires ; et supposons 
que le rapport du sînns d'iucideuce au sinus de réfraction sott ce< 
lui de V à A; on aura d'abord 

I)e plus, parce que les droites menées du point (/,», »>) aux deux 
autres sont respectivemeat normales aux surfaces auxquelles eHes se 
mainent, en posant 

on aura aussi 

(«-r)+?;''-^)=o » (3) i."~f'^+9'{^-z0=o . (3') 

' Remarquons présentement qu'il n'y. a proprement da'&s tout ceci 
^e / et u de -variables iud^endantes-, et qu'on. a 
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d,_ a« d«_ àe_ dy___ ^ . £/ 
d* ■" (Ur d( "^ dj- (U ^ dt ^àt * 

dz ^l^i^i*^ £f_L iîl 

du dx du d^ du ' du 'du * 

dt ~ dx' d( "*" dy' dt ^ df ''"^ dr • 

ds:' de' dx' dx' dy' / ^*' i. ' ^' 

du" d^ "dû "^ d7' 'di~'^ lil ^ Au * 

en prenant donc , sous ce point de vue , les deux diOVrentielles par- 
tielles de l'équatioa (i) , par rapport à /' et u, on trouvera 



('- 


<'-^)-i- 


-r)^+(«-. 


<'i- 


dx 

-''■37- 


-^) 


('- 


-)(-^')-(»- 


A- 




-^-r). 


-(' 


— )S+(»-r)( 


A'" 


-Pi: 


-I-) 


-(' 


-'0-^'+(»^0 


(-^)-(^ 


-.)(: 




d„ ' d«.^ 



OU encore 



(!-s)+(y-^) % _[(,_^)+^(p_^)] ^ _[(„_y)+^(._,)]i'' 



Tom. XVI. 
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i<'-r)H'-') ^ -l{'-')-^p(f-^y]^-\.(.'-rW^'-'')1 ^ 



ju-f)Jr(r-z'} il_[(,_^+,'(^z') ^-l(u-f)Jr,'(!—zn-\ ^ 



oa enfin ^ en ayant ^gard aux équations (3,3,2^,3'') 

* (4; 



^'' 



' ? " A'' ' 

Ajtiations ^videmmenl comportas par les cinq autres , mais tja'on 
.pourra substituer , avec avantage , à deux lies quatre équations (3 * 
3, a', 3') » lorsque la surface séparatrice des deux milieux sera une 
des données du problèuie. On voit que , dans ce système d'équa- 
lîons, *',y',z',i' figurent de la même manière que jr,j,r,A;et 
l'on n'aura pas lieu d'en être surpris, si l'on considère que , le 
rayon réfracté étant pris pour rayon incident, celui-ci devient rayon ' 
réfracté, vt i>ice versa. lien résulte que la surface séparatrice des 
-deux' milieux étant donnée , le problème 011 l'on cherche la surface 
trajectoire urlhogouate des rayous încidens , i l'aide de celte des rayons 
réfractés n'est pas difi'érent de celui où il s'agirait de déterminer 
cette dernière , l'autre étant donnée. 
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Enfîa, les coordonn<^e5 de nos trois points doivent être liées par 
va nombre ëgal d'équations en /,a,c en x^y^z et eu x',y' yz' , 
lesquelles ne soirt autre chose que celles miJme de nos trois surfa- 
ces, équations que nous représenterons par 

5=ro . (6) 

T=o , (7) ïv=o ; (70 

Il première appartenant k la surface séparatrice , et les deux au- 
tres aux deux surfaces trajectoires. 

Lorsque , cette surface séparatrice étant donnée , on demandera 
de déterminer l'une des deux surfaces trajectoire par l'autre, il ne 
s'agira, pour cela, que d'éliminer ou les six coordonnées /,u,i', 
jr',^',2', eulre les sept équations (»,a', 3',4i 5,6,7') , O" l'iP" 
les six coordonnées t,UyV ,x,y^z, entre les sept équations (i,3, 
3,4»5,6,7); et l'équation résultante, en :r,j, z ou en jr',_j'',z' ^ 
sera l'équation de la surface trajectoire cherchée. 

Si , au contraire , il s'agit de déterminer la surface séparatrice , 
au moyen des deux surfaces trajectoires, on j parviendra en éli- 
minant les six coordonnées x^y ,z,x> ^y* ^z' , entre les sept équa- 
ùons (i,2^3'',3,3',7,7') ; ce qui conduira à une équation en /,«, 
r , qui sera celle de la surface demandée. 

Quant aux problèmes relatifs à la réflexion dé la lumière, on 
les résoudra à l'aide des mâmes formules, en j posant préalable- 
ment A-J-Vso. 

Pour montrer , par un exemple , l'usage dé ces formules , 
rapposons que la surface séparatrice soit celle d'une sphère d'un 
rayon r , ayant son centre à l'origine , et que les rayons incidens 
partent totis d'un point (d,i^,r); nous aurons d'abord les équations' 

*'=a , y^-:^h , a's* , 
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^ui remplaceront les é^uatiuiis (a',3',-/) et ensuite i pour Wqua- 
doo (6) 

d'où nous tirerons 

df t df u 

d* ~" i» * du If ' 

En mettant ces valeurs dans les équations (i,4>5)> elles deviendront 

(f— x)'-f<-'-y)'+<v-«)' _ (f— a)'+C»-i)'+(^-t)' 



Les deux dernières , combinas avec l'équation de la sphère don- 
aeroDt 

(X^'jc— \'a)p 



4'oà 



(Ve— A'Qr - 
t=rV(V>»— X'o)'+(A"r— X**>"+(X"*— XV)« » 



mais l'autre ëquaûoq donne , en chassant les dënominateors et dé- 
veloppant t 
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OD simplemeat 

a{(l'';r— >'<i)(+(J'y— >'«)u+()'"«— *V) } 

va anra doue ainsi 



ssarVC^"»— -^'o^'+C^''^-— >>'iJH-CV'r— A"*:)" ; 
•D btea eodbre 

r^saltat qui se lie parfaitement ar«c celui que nous avons obtenu 
page 78. 

Pour donner un exemple du cas où ta suf face séparatrice est in- 
connue , supposons que les raj'ons incïdens partent; tous der-origine ^ 
et cherchdus quelle doit être cette surface pour que les rayons 
réfractés concourent tous eh un même poîut (a,b,c), Nous aucuns 
ici 

jf'=o , y'z=o f z'=o , 
Tftleurs qui substituées dans l'équation (i) la changeront en celte-%i 
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(/-^)'+(«'--*>M- ("— ^y _ l'+u'-f»' 

e'est-à-dire , 



ou encore 



I A'^X' J ^ ( V— X' J ^( X'— A> i l X'»— X' J ' 

éqnaiion d'une sphère, comme on pouvait bien s'y attendre. 

TRIGONOMÉTRIE. 

Ifcte sur VanaUse des aections angulaires^ 

Par un A B o M N ^. | 

Oôrr posa , 8Tec M, PtûsstHi ( Bulletin urufierset iBzS , u.* g> 
pag. r4a), 

JTsbCoijrjH Co3.(m— a)*H Cos.(m—4)x-^,.^ ; 1 

JT^sSin JRJT-^ — Sin.(fli— a)x-f> Sin.(m— ^j^^-— i^ 

•n inia comme I'od sait- 
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iîCos^y^^+Xy—, , ou bïeii (aCos.j)"'^^— X^/^ ; 

d'oà il suit que le second membre de la premiôre équation , en 
y changeant j? en x^-a/W , devra être supposé identique avec le 
second membre de la seconde où on aurait changé * en x-\-2i'm; 
■i et i' étant deux nombres entiers, compris entre o et n, déno- 
minateur devn=— , et ces nombres «ntiers étant acconpl es d'une 

manière convenable. On voit en effet que , par l'eflet de cette ^bsti' 
tution , les premiers membres n'éprouvent aucun chang«men.t. 
Mats alors 

jr4--XV-^ ^ change en (X-J--X''4/^)(Cos.2nî/<ff-f*V^— »Sîn.a»K«r) , 

X—X'^/"^ se change en (X~~X'y/ZIl)(Cos.2mi''ar — y/'^Sin.smi'-m') ^ 

donc t par un choix conven^le des nombres i Ht', on doit avoir 

i(jr+JSr''i/^ (Cos.2mïCT+|/^Sin.2œ/W)=(^— JT'i/ZTXCos.aBM'w— j/^TTSjo.jMp'^ 

^ui se réduit i 

En désignant par k soi< la somme (4-/'' , si elle est moindre que 
R » soit le reste de la di?ision de cette somme par n , si elle est 
plus grande ; il viendra 

'• ^X+Xv/:::;)(Oos2mAw+-v/^SÎB.am*OT)s:JI^-A:v^ î 

on , en développant et égalant séparément entre ettes tes panîei 
réelles et les parties imaginaires 

Jf(i -Cos2OTA'«)+^'Sin2m*or=o , '' " 
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ou encore 

sXSiiiJTilc-oCos.mfiiB+iX'Cos.'mi'ta^o i 

équations qui donnent également , en n'duîsant , 

XSin.m&'Cj-{~X'Cos.mkr:r=o. 

Celle retalion très-simple permet d'éliminer, à volonté, de la t»- 
leur de (aCos-jr)" l'une quelconque des deux fonctions X et X'^. 
Si, par exemple, on en veut ëlîmluer la derniC-re, on aura 

(,c«..r=-Y-^V=r=^+^ S^>- . 

c'est-à-dife , ■ 

X,C0^)'=.X ^—- =X- ^^;^;^ i 

et on trouve aussi , d'après cela > 

(aCcM.*)"»— J?-l — i— — , 

^ ' Stn.mkn 

Ces deux formules, qu'ion peut regarder comme fondamentaTes, 
s'accordent avec celles de M. Poinsot , et se préteat à tous les dé- 
Teloppemens , qu'il a. donnés It l'article de l'examen de l'analise 
d'Euler ( Il£cliercAes sur Sanalise des sections angulaires , pag. 68 ) ; 

Les géomètres qui se sont occupés de ce sujet dans les Anna^ ■ ^ 
hs (*) se sont principalement attachés , pour la plupart , à produire 



(*) M. Pagani Michel , tdB. XfTI, pag. 94 , M. Crelle > mime Tolume, pa^ 
ii3 » et M, Stein^ton, XV, fag. iSo. 
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au jour les n valeurs de la formule _Y-|— ï'\/^ î mais la trans- 
formation qui réduit l'expression à ne contenir que l'une ou l'au- 
tre des deux fonctions X et X' entrait bien aussi un peu dans la 
question , et pourtant aucun d'eux ne s'en est occupé. On peut être 
surpris qu'elle soit échappée, en particulier à M. Crelle, qui a 
traité ce sujet avec le plus de profondeur et de développement , et 
qui paraissait. destiner ce qu'il avait écrit sur ce sujet h servir de 
commentaire â une traduction allemande du Calcul des fonctions 
qu'il préparait. 

Ceci explique , enlr'autres , pourquoi l'éqnation différentielle 
de Lagrangc admet les deux solutions qui étaient pour M. Lacroix 
«ne source d'embarras ( Traité de calcul différentiel et de calcul 
intégral, tom. III, pag. Gi6 ). 

Du reste cette r.lation entre X et X' se trouve aux notations près, 
dans le mémoire de JVI. Poinsot ; mais la manière dont elle s'y 
trouve amenée et les nombreux détails au milieu desquels elle 
M trouve absorbée permettent à peine de l'apercevoir. 



CORRESPONDANCE. 

Lettre sur divers sujets traités dans les Annales ; 

Par M. Stein , professeur de mathématiques au Gymnase 
de Trêves , anciea élève de l'Ecole polytechnique. 



Monsieur, 

LjEs observations que j'ai l'honneur de vous adresser arrivent un 

peu tard, La raison en est que mon libraire a négligé de renouveler 

Tom. Xri 34 
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mon abonnement en temps oppprtun ; de sorte que j'ai reçu à la 
fois , et depuis quelques jours seulement , les quatre premiers nu- 
méros du tome XVI. J'espère cependant que vous voudrez bien ac- 
corder à ma lettre une place dans vos Annales. 

Je r»^pondrai d bord à l'objection que vous faites , Monsieur , 
it la piige 4^ , contre le raisonnement que j'emploie pour démon- 
trer qu'une bande indc-Huie , entre parallèles peut égaler ou même 
surpasser une surface angulaire indéfinie. 

Celle objection rae paraît bien propre à Jeter du jour sur le vrai 
sens de mon raisonnement , qui ne s'en trouve que plus rigoureu- 
seuienl confirmé. — En cifet , en faisant simultanément partir deux 
. nii>b les d'un mOme point, vous mettez en dépendance mutuelle 
les temps pendant lesquels le mouvement a lieu , c'est-à-dire , que 
vous ne pouvez donner un temps déterminé à l'un des mobiles, 
sand l'accorder également à l'autre. Or on voit à l'instant que le 
rayon du secteur et la hauteur de la bande ne sont , dans mon 
raisonnement , que ce que sont les temps dans le vôtre. La grande 
dilTérence consiste en ce que ces lignes sont absolument indépen- 
dantes , bien qu'on Ics^ suppose toutes deux inGnies , tandis qu'im 
temps infini , donné au mobile qui se meut d'un monvemenl uni- 
forme, entraîne un temps inllnl égal pour le mobile dont le mou- 
Teiiient est uniformément accéléré. — Si Tons faisiez mouvoir les 
deux mobiles indépendamment l'un de l'autre , vous pourriez cer- 
tainement obtenir un espace infini , parcouru uniformément égal 
ou plus grand qu'un espace îr>fini parcouru d'un monvemeot ac- 
céléré , puisqu'il suffirait pour cela de supposer que les temps fus- 
sent dans un rapport croissant Jk l'infini avec le temps mi)nie ; et, 
dans ce cas, mon raisonnement s'applique sans conduire à aucune 
conséquence fausse ; tandis qu'il ne s'appli<jue pas plus au cas des 
deux mouvemens dont vous parlez qu'à celui où l'on supposerait 
un rapport constant entre la hauteur de la bande et le rayon du- 
secteur. — 11 résulte doue de tout cela que la vérité ou la faus- 
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seti des propositions sur les bandes et les surfaces angulaires dé- 
pendent essentiellement du rapport j'tout-îk-faii arbitraire, que l'oii 
voudra établir entre les dimensions de ces ligures. 

3e vais maintenant , Monsieur, et suivant le vœu que vous avez 
paru manifester * exposer mon opinion sur la démonstration de M. 
Legeodre , fondée sur l'algorithme des fonctions ; en observant , toute- 
fois, que je ne connais pas encore ce qui a été dit. sur le même 
sujet à la page i6i du X.* volume des Annales. — D'abord, je 
ne sais , en vérité , quelle est cette loi des homogènes citée par 
M. Legendre qui du moins en aurait dû donner , avant tout , et 
l'énoncé et la démonstration (*). En attendant, voici comme j'en- 
tends la démonstratioa qui se trouve au commencement de la note 
Il de ses élémens. — D'abord j'observe qu'il ne suffit pas de pren- 
dre une unité angulaire pour construire la formule C = f>{J,B,c), 
mais qu'il faut adopter également une unité linéaire , pour repré- 
senter en nombre la. longueur c ; car ce ne sont que des nombres 
que l'on peut soumettre au calcul ( comme M. Legendre le dit 
lui^ême , iiv, m, déOnitions, Pï, B. ) ("). Cela posé, £ est un 



O Peut-être l'article de U page 366 du tome VIII des Annales et l'ar- 
ticle d^jà cite du tome X pourrooi-ib, sur cepoint, supplier an silènes 
de M. Legeudre. 

J. D. G. 
(••} Noui ne serions pas tout-â-fait de cet avis, on pour mieui. dire, 
nôUs ne voyons pas trop quel avantage ou pourrait trouver i restreindra 
ainsi Is 8igui6cnlion du mot calcul. Le serrurier qui soude bout i> bout 
deux barres de fer nous paraît faire une addition ; et il fait nue multipli- 
cation s'il eo soude plusieurs de même longueur. 11 fait une sonstractioa 
s'il raccourcit un de ces barreaux , et une division , s'il le coupe eu plusieurs 
frsgmens d'une même longueur, ou môme s'il y applique le mètre pour le 
mesurer. En géométrie on ajoute, on retranclte, on multiplie et od divise, 
graphiquement les longueurs et les surfaces j et la logique même n'était 
pas dUtiugaée du calcul , dans l'esprit de Hobbes. Les procédés d'eidcatioa 
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nombre dépendant de l'unit»- linéaire, et j4,B,C sont des nombres 
drpeiidnnt de l'unité angulaire. Or , si l'on avait C=<p{^,B,c) , oa 
en Itrerait c^i(.4,ByC) ; donc , en conservant l'angle droit comme 
nnité angulaire , ott aurait {{A,B,C) , nombre déterminé , constant ' 
et indéperidaiit de l'unité lin^'aire , égal à un nombre c, varia- 
ble en même temps que cette unité; ce qni ne saurait avoir lieu j 
de sorte qu'on doit avoir simplement C='f(/1,B). 

■ La démonstration , ainsi présentée , paraît îi l'abri de toute ob- 
jection ; cependant, on en découvre assez facilement le côté faible. 
On voit, en eilbt , que, si la forme de la fonction f , ou , ce qui 
revient au m<)me , la forme de l'équation C=rf(^^,B,c) pouvait 
cUauger , avec l'unité linéaire , la relation c~t(^/itByC) n'olTrirait plus 
aucune absurdité ; et comment prouver que la forme de l'équation 
C=tf{A,B,c) ne dépend pas de l'unité linéaire? 

La difliculté acquiert une nouvelle force par la cousidération 
suivante : 

On a certainement C:=.^{a,h^c) ; or, en prenant et conservant" 
nne unité linéaire déterminée , la fonction ■if{a,h,c) sera un nom- 
bre déterminé , constant et indépendant de l'unité angulaire , d'où 
il ftuit que la forme de la fonction 4* doit varier avec l'unité an-: 
gulairc, sans quoi léijiiation C=4^a,i,^:) serait absurde, aussi bien 
<{ue c = î{A,B,C)(:). '_ 

Or, si la forme de la relation entre les côtés et les angles d'un 
triangle dépend, en cITel , de l'unité angulaire, cothmenl osera-t- 



|ieliTent varier avec la nature des objet* >nr leiqaels on opère ; maîi le biA 
demeure loujvura le même. 

J. D. G. 
' (*) Cette difficulté > été, sinon complètement résolue, du moins slBps- 
lîti-ement éclaircie , dans le mémoire déjà cité du tome X." 

J. D, G. 
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«n affirmer , à Vacance , qu'elle oe dépend point de l'unité H- 
nf^aîre (*) ? 

Voilà , Monsieur, ce que j'avais â dire sur la démon stratiun de 
M. Legendre, en Itnteiidaiit toutefois comme je l'ai espliqué ci- 
dessus. Mais , de quelque manière d'ailleurs qu'on veuille la d^' 
f elopper , on sera toujours conduit à raisonner sur la forme de 
l'équation qui subsiste entre les côtés et les angles d'un triangle ; 
et on ne voit guère comment on pourra, à priori ^ avancer quel- 
que chose de certain sur la forme d'une relation dont la trigono- 
métrie ( foudée elle-même sur la similitude des triangles ) donne 
la première idée. 

Je terminerai. Monsieur , en essayant de mettre fin à la dis- . 
cdssion qui s'est élevée entre M. Vincent et moi, relativement 
aux exposans fractionnaires. Elle se réduit ilnalement à la seule 
question ; peut-on réduire un exposant fractionnaire à sa plus 
simple expression , de même <}u4 toute autre fraction quelcon- 
que ? En cQet , si l'on répond a fllrmati rement ^ M. Vincent a 
complètement raison : dans le cas contraire , mes raisonnemeus con- 
servent toute leur force. Or , cette réponse , quelle qu'elle, soit » 
ne dépend que de la définition que l'on voudra donner de l'ex- 

pression flTPosera-t-onai.=(/(i)'"(, ou Hen a" = /r o" t Si l'on 
admet la première définition , il u't b aucun doute sur l'idbntité 

«ntre tfa et â"'', ce que l'on prouve facilement , san* recourir à 
U formt]le 



''(*) Il iioui parait que , si tes eorupulen de M. Stetn étaient fondas , Î1 
deviendrait f u[ierQu de calculer des furmulca générâtes , attendu que ces far- 
nules ne pourraient jamaiii £lre employées en pleine sécurité. Nous doutoni 
ijhk; m. 8t«in Ini-mâne leit fort disfoié b accepter one conséquence Buasi 
ficlteu»e et incommode. 

J. D. G. 
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qui elle-même n'est exacte qu'en supposant a*" =s(y^J)"*. 

Mais f si l'on admet l'autre définition , la formule (i) n'est plus 

exacte ;. puisqu'en nommant A^ la valeur arithmétique de fi^^a" * 
on derra écrire 

(2) J^=Â'fCos.^-\-y/—,Sm. —) • 

- Alors , d'une part, les expressions a", av ne seront plus identi- 
ques, et d'une autre, le raisonnement de la page g3, fondé sur la 
formule (1) , oe pourra plus être employé. Voilà donc un cfaoiz à 
&ire entre les définitions 

Le mien ïera bientôt tait ; je me conformerai à l'usage général v 

en écrivant 0'"= |^«". M. Vincent préférera peut-être l'autre dé- 
finition, surtout parce qu'elle l'a conduit à des résultats tout nou- 
veaux. Quant à mot , ces résultats même me paraissent un argu- 
ment puissant en faveur de l'ancienne définition (*). 

Agréez, etc. 

Trêves, le 20 novembre 1825. 



(') Sans aroir jamais beaucoup réfléchi sur ce sujet , il aoiu parait qus 

demander si les deux expreisions a'â at aUp peuvent être indistinctement 
BBbatitnéec l'une k l'autre , rerient k demander s'il est iodifférent de résou- 
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QUESTIONS RESOLUES. 

Démonstration du théorème danalîse énoncé à la page 
64 du présent volume ; 

Par M. Vallès , élève à TEcoïe royale polytechnique (*). 

Ooi£NT p-\^ boules contenues dans une urne de laquelle il faille 
en extraire un nombre p. ou un nombre ^ ; cette extraction pourra 
se faire d'un nombre de manières exprimé par 

P+g p+g— ' P + y f^ p+' __ p+? p+y— ■ P-H— » _ y+^ 

I - a 3 f ■ A 3 p 

dre par rapport k x l'une ou l'autre de« ëquatiooï «"^w"* et ac''P=a"f.Ot 
I3 leconde peut £tre mise mus cette forme 

* (x"—a'^)[x"<^- ' '-|-fl"j"'''- •>+ +0^- * î^''-hfl-tf- ' î] =0 

et <lc> lors il paraît manifeste qu'elle donne d'abord les mêmes Talenrs de 
X tju'on tire de ta première et en ontre tontes celles qu'on déduira de l'dga- 
lîté du second facteur h séro. La seconde est donc plus étendue que la pre- 
mière ; elles ne sont donc pas identiquement les mêmes ; elles ne sauraient 
«lonc impunément être substituées l'une à l'autre ; et il doit en être de 

nême des expressions a' et a'^ . On ne saurait donc se permettre, sans 
dénatnrer une quantité à exposant fractionnaire, de multiplier ou de di- 
Tiser les deux termes da cet exposant par un mËme nombre entier. 

J. D. G. 
(*) A la page lao du présent Tolame , M. Lentbéric a déduit trës-tiinplement 
la dti monstratioD de ce théorème d'un beau théorème de M. Ampère ; mais 
nous avons pensé que le lecteur ne serait pas Cftclië d'en avoir une déman»- 
tration directe) et, parmi plusieurs qui nous sont parvenues, nous aroDS cm 
devoir distinguer celle-ci qui , en même temps qu'elle n'exige aucun calcul, 
ouvre une voie pour décourrir facilement beaucoup d'autres théorèmes du menu 
-genre, . J. D. G. ' 
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- Supposons préseiiiemenl que , sar cea p\-q boules , il s'en trouve 
p blanches et q noires, et que p soit le nombre qu'il en faut 
extraire , elles pourront être toutes blanches , ou bien ït y en aura 
p—i blanches et i ooire , ou p — s blanches et 3 noires ou ^ — î 
blanches et 3 noires, et ainsi de suite, jusqn'à 3 blanches et p — 3 
noires, ou 3 blanches et p^i noires, ou i blanche et p — 1 noi- 
res , ou enfin elles pourront toutes être noires , si du moins q n'est 
pas moindre que p. 

Ot les dirers nombres de manières dont ces divers genres d'extrac- 
tions peuvent âtre faits sont tels qu'on le voit dans le tableau suivant : 

p blanches et o noires, de i manière; 
B— I blanches et \ noire , de — — manières ;' 

p—» blanches et 2 noires , de manières : 

»— 3 blanches et 3 noires, de • —— manières : 

'^ I a J I a 3 



d'où l'on voit que te nombre des manières différentes d'extraire p 
boules de l'urne pourra aussi être exprimé par 



7 y— I p p^i p~» <t 1—t f— « 



^— H-.., 

Hsera donc permis d'égaler cette expression à l'une ou à l'autre 
des deux expressions ci-dessus, et de cette ëgalité résultera le tbe'o- 
rème qu'il s'agissait de démontrer. 

Si, en particulier, on suppose q^=p t on obtiendra ce résultat 
remarquable 
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GÉOMÉTRIE ANALITIQUE. 

Stimoire sur les lignea du second ordre ; 
Par M. Ch. Stdhh. 



( Première Partie. ) 

S. L 

ooiEHT.snr an plan, deux lignes quelconques du second ordre 
(c), (c^) , rapportées à deax axes de coordonnées rectangulaires ou 
obliques quelconques, et représentées respectivement par les deux 
«qualioQS 

Js'+B/^+aCxx-^'sDx+zEy+F^^o , (c) 

A'x*'^By+2C'xy^2D'x+2E'x:^JF*=o , (cf) 

Les coordonnées des points d'inleisection que peuvent avoir les deux 
courbes proposées doivent satisfaire, à la fois» à leurs deux équa- 
tions (c) , (c') ; de sorte qu'elles sont déterminées par l'ensemble 
de ces deux équations. Considérant donc jt et^ comme les deux 
coordonnées inconnues de l'un quelconque de ces points d'inter- 
section , oD aura d'abord , par l'élimination de y' , entre les deux 
^nations (c) , (c^ , la suivante (y) , qui n'est que du premier de- 
gré en y 

Substituant la valeur de y qui en résulte dans l'une des équations 
(c) » (O • °" parviendra à une équiition en «^ du quatrième de- 
Tom. XVI n.» IX. iV nwrs it^ 'A 35 
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grë , & coefficiens réels, dont les racines seront les abscisses deS 
points communs aux deux courbes proposées. A chaque racine 
réelle correspondra , d'après l'équation (v) , une valeur réelle de 
['ordonnée y, et à chaque couple de racines imaginaires conjnguées , 
une couple de valeurs imaginaires conjuguées de y. Or , cette équa- 
tion du quatrième degré en ^ pourra avoir quatre racines toutes 
réelles , ou bien deux racines réelles et une couple de racines ima- 
ginaires conjuguées, ou bien enfin quatre racines imaginaires, con- 
juguées deux Â deux. Dans le premier cas, les deux courbes (c) , 
(c'J auront quatre points d'intersection réels ; dans le second , elle» 
n'en auront que deux, et dans le troisièoie elles n'en auront au- 
cune. Ou voit aussi par là que deux lignes du second ordre ne 
sauraient avoir plus de quatre ' points communs sans se confondre. 

Supposons présentement qu'une troisième lig;ie (c") , d'un or- 
dre quelconque, tracée sur le plan des deux premières (c), (c') , 
et rapportée aux mêmes axes , sott exprimée par une équation à 
laquelle satbfassent les coordonnées, soit réelles soit imaginaires, 
de chacun des points d'intersections des combes (c) , (c') ; nous 
dirons alors que cefte courbe (c/'^ passe par les points ^interses- 
tion 4es deux premières (c) , (c'). 

Il est visible que toute équation qu'on peut former par une com- 
binaison des équations (c) , c^) e\{^rime une telle courbe. Mais ^ 
si l'on veut que cette courbe (c'') soit elle-même une ligne d« 
second ordre , il faudra combiner les équations (c) , (c^ de ttlle 
sorte que l'équation résultante, qui doit représertlvr (C^ , ne l'é- 
lève pas au-dessus du second degré. C'est ce qu'on ne peut ob- 
tenir qu'en ajoutant à l'une d'elles le produit de l'autre par un fac- 
teur numérique indéterminé m (*)• 

11 vient ainsi 



(*) Il y aurait , peat-ëtre , on pea plus de symëtrie , maii pas pins dt 
giBéralîtj , k prendre U somme des prodaits respectifs de ces de)iS.éfii.B^ 
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, ' m ■ 

+3(w£4-^';y+ (/;+/»)— o ; 

Cette ^gaatlon estxil'^bord évidemment satisfaite par les quatre sjrstèmet 
de valeurs , soit réelles soit imaginaires , que donnent les équations 
(c) , (c') , pour les coordonnées :r , ^ de leurs points commans ('). 
En outre , on peat toujours , dans la même A]uattOQ , disposer du 
facteur indéterminé /n , de manière que la courbe qu'elle exprime 
remplisse une autre condition quelconque , celte , par exemple , dé 
passer par un point donné ; ce qui fera que cette courbe remplira, 
en tout, cinq conditions distinctes. Or une Hgoe du second ordre 
assujettie à reiqplir les cinq conditions dont il s'agit est complè- 
tement di^terminëe , puisque ces cinq conditions suffisent pour âé" 
terminer 11*8 rapports de l'un quelconque des coefliciens que ren- 
ferme son équation générale aux cinq autres ; donc l'équation à la~ 
quelle nous venons de parvenir ci-dessus peut effectivement repr^ 
seiiter toute ligne du second ordre qui passe par tes intersections 
des deux proposées (c) , (cO ou qui a avec elles les mêmes points 
d'intersection ; ces points ou plutôt leurs coordonnées, déduites des 
équations (c) , (c'J , pouvant être d'ailleurs indifféremment réels 
ou imaginaires. 



tiatii par dens mnltiplicatenrs X et A'. Il est manifeste, en effet, qu'en 
poiant ensBÏte x=mV , on retomberait lor le résultat qui Tient d'être ia- 
diqad. 

( Note Je P Auteur. ) 
(*) Il faut observer ici que , si une équation du second degré < en s 
at y, est satisfaite garces valeurs imaginaires x==f+g^^t , x=A^ft^— i , 
elle le sera nécessairement aossi par leurs conjuguées x^f—g^^t , ce^ 
_AV=I. 

( NoU it rAuuur. ) 
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Mais r^atiou de cette troisième courbe (c^^) peut au9li s'^ïre 
comme il suit: 

Exprimant donc qu'elle est identique arec la précëdenie , on aura 
ces sis relations 

signifiant que /a courbe (c") passe par les points d'intersection 
des courbes (c) , (C) , ^ue/s qu'ils soient ; ou , ce qui revient ai] 
même , que les trois lignes du second ordre (c) , (c^) , (c'') , rap- 
portées à deux axes quelconques de coordonnées , ont les mêmes 
points d intersection t soit réels soit imaginaires. 

Au surplus , ces n-'lations étant établies relatïremont ou système 
d'axes de coordonnéi'S auxquels dos irota courbes (c) , (c'; , (c") 
sont actiiellemeut rapportées, on peut aisément s'assurer, par i^ 
transformation des coordonnées, que, si l'on passe de ce premier 
aystcme à tout autre , les mêmes relations subsisteront , entre les 
coeA'ciens correspoiidans des trois nouvelles équations qui repré~ 
seuteront (c) , (c') , (c") ("). 



(•) Généralement , trois lignei du $econd orJre (c) , (cO , (i") , rappor. 
tdes ras némes axe> quelconques , étant euprimces pur le* trois équations 

dans lesqbelles , sanG rien èter k leur généralité , on pent tuppobcr tous 1h 
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S. M. 

Ne coBsidi^fons présentement t^ae la wole courlie (c) , dona^ 
par l'équation 

j!S*+Sf^.»Cxy-^2Ds+aEy+F=so . (c) 

Par an point (*'^ , pris à volonté sur le plan de celte courbe , soient 
menthes deux droites qui la coupenu Le s^stvme de ces deui droi- 
tes sera reprifsenté par nne équation du secoud iegri de k forme 



coxAtcieus entiers , si Von peat trouTer trois mn]tip1icat«nn A • A'^x^^ 
^u'oH peut également supposer entiers , positifs on négatifs , tds qa'aii ait 

", ' aD+a'B'+A''8"=o , AB+A'E'+A"JB'''=« , 

JiC+A'0+VC''=o , ' aP+A'P+VJW^o • 

Il C5t ' maniCîeste qn'alors ehaenne de ces trois ëqnations sera comporta fOt 
ies deux auti-e»; de telle sorte f[Be , quelles que soient les den^ d'entra 
cUej que l'on combine, par Toîe d'ëlimination , on en tirerai ton jours les 
quatre mêmes sjrtténies de Talenrs de s et f | ce qui rcTtent fc dire qu 
las trois courbes passent par les quatre mAmes points»' 

Hccip roque ment , si les trois courbes passent par le* quatre mêmes points , 
diacane des trois équations {c) ; (C) , (c^O sera comportée par les deox 
antres ; d'oà il sait étidemment qu'il devra être .possible de tronrer tnns 
mnltiplicatenrs A , A' > A" , qui tërifient les six relations cï-dessi^ 

Or f que l'on rapporte ensuite les trois mâmes courbes à nn autre sjr^ 
tèue de coordonnées ; elles seront toujours en nUuie situation les unes k 
l'égard des antrfl»bd'ob il suit éTrdemment que sis relAti^ns si3mbU14es suc 
précédentes dcTront eBcac* ■*<>>' lieu. 
' J.D.G, 



y Google 



d7d PROPRIÉtés DES LIG^NES 

A' i B' f C étant des coefTiciens relatifs aux directions de ces deoK 
droites. Si l'oa développe cette éguMiun , elle devient 

ConceToas une autre couplé de droites , joignant les points de sec-\ 
tion de6 deux premières avec la courbe Ce). 5t Voa daigne par 
(s'\y") le point de concours de ces nouvelles droites, leur sys- 
tème sera également exprimé par une équation unique de la forme 

dont le développement sera 

'Mais , puisque les deux coupFes de droites exprimées par. les équa- 
tions (C) , (C'O ont avec la courbe proposée (c) quatre points coin-. 
muns « et Iju'aissi an petit considérer les équations (c) ', (C) , .(*€") 
comme appartenant à trois ligues du second ordre, qui oot les inti- 
mes points d'intersection'; il faut ( %'. I. ) que , moyeoflaut une dé- 
terminalioD cpnyettable du.facl;|eur m, on ait, entre les coefficient 
COirespondans de ces trot^ équations , les six relations suivantes i 

mA-\-À'=iA'f , mB-^B'==B'^ , mC-^-CsC" » 

mE~(By-\-C'x^}=^(B'y+0^a'^ » , 

par lesquelles on peut eBectÏTement détermiuer les six inconnuel 
m, s", y", A'f , B" , £•". 

Il e^ aisé d'en déduire une équation entre les cowdonaées x'^. 
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y*, da poÎDt de' concours «les deux droites (C^ dâÎTr^A h fois' 
des coefficiens A' , B' ^ C et A" , B" , Ç" , aussi iMen que du fac- 
teur m. Il snffit ponr cela de prendre la somme des produits re»». 
|»ecti& des sîl ^uations pr^édentes par x'x" ^ y'y" , x^y"-^y'x" ^ 
*'+*"» ^H^' et I, On trouve ainsi, toutes réductions faites, • 

Comme cette dernière ^^uatïon ne renferme x" ^ y'* iju'au pre- 
mier degré , et qu'elle se trouve indépendante des coefficiens A' , 
B't C' , qui déterminent les directions des deux sécantes (C) , me- 
nées à la courbe (c) , par le point fixe {pi'.y*) ; il en résulte que, 
quelles que soient ces directions , le point' de concours {xf',yi') an 
A^ui cordes (C''') , qui joignent les points de section de ces sécan-' 
tes arbitraires, ne sortira pas d'une ligne droite donnée de posi-' 
tion , et exprimée par l'i^uation (p). On a donc le théorème sai> 
Tant : 

■ Si , par an point fixe , pris arbitrairement sur h plan ^unt 
ligne du second ordre , on mène à polonti deux droites qui là 
toapent , et que l'on joigne , par deux cordes , un point de section de 
tune 'du ces sécantes avec un point de section dt tautre , puit 
les deux autres points de section restants ; ces deux cordes auront 
toujours leur point de concours situé sur une certaine droite fixe ^ 
dont la situation , à f égard de la courbe , est déterminée unique- 
ment par celle du point fixe d'où parient les sécantes arbitraires. 
A cause de la relation remarquable qui existe entre' le point fixe 
«t la droite' qu'il dcUermine , ce point a été appelé le pôle de cette 
droite, qui est dite à l'inverse, la polaire de ce point. De même 
que, le point fixe étant pris arbitrairement, on peut toujours d^ 
terminer une droite qui ait avec lui la relation exprimée dans l'é- 
uoncédu théorème, ou peut réciproquement , lorsque c'est la droite 
qui est donnée de position , déterminer le point qui est lié avec 
«lie par une pareille relation. Il suffit, en eflct , pour cela j d'ezprî- 
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mer qutf l'éqûation donnée de la droite dont it s'agit Centre dau 
l'équatioa Qi) de la polaire , ce qui conduira à deux ^nations de 
condirion , desquelles on d^uira les coordonna du point (x',y'). 

Il existe visiblement deux systèmes de cordes qui joignent les 
quatre points d'intersection de la courbe (c) avec les deux sécan- 
tes menées arbitrairement par le point fixe pris pour pôle. D'après 
le précédent théorème , le point de concours -des deux cordes du 
premier système et le point de concours de celles du second sont 
indistinctement situés sur la polaire du point fixe ; en sorte que la 
droite qui les joint coïncide avec cette polaire. On voit , en outre , 
par la même construction , que la polaire de chacun des points de 
concours dont il s'agit passe par le pôle proposé ; d'où il suit que , 
ïorsau'un point est situé sur une certaine ligne droite , sa polaire 
passe nécessairement par te pôle de cette droite , et que la droite 
oui joint deux points- pris à volonté sur le plan duife ligne du se- 
cond ordre a son pôle à Vintersection des polaires de ces deux 
points. Donc, pour déterminer le pôle d'une droite donnée de po- 
sition , sur le plan d'une ligne du second ordre , il suffit ' de cons~ 
traire Us polaires de deux quelconques des points de sa direction. 
Le pâle cherché iera à T intersection de ces polaires, 

Nous avons supposé, dans ce qui précède , que les deux sécan- 
tes menées à la courbé par le pôle avaient des directions quelcon- 
ques. Or , il y a deux cas particuliers dans lesquels leurs quatre 
points d'intersection arec cette courbe se réduisent à deux seule- 
ment , et où , par suite , les deux systèmes de cordes qui joignent 
ces quatre points se réduisent à un seul. 

Premièrement, si nous concevons que les deux sécantes arbitrai- 
res, partant du pôle ('X',/0* ^ rapprochent jusqu'à se confondre 
en une seule, l'un des systèmes de cordes disparaîtra, et l'autre 
se changera en une couple de tangentes menées à la courbe, par les 
extrémités de la corde interceptée. Mais le théorème général devant 
subsister dans tous les cas , il en résulte que le point de concours 
dtt ces tangentes appartiendra & la polaire du point (,^\y^ DoQS , 
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«*, par un point pris à volonté , sur le plan d'une ligne du second 
ordre , on lui mène une suite de sécantes , et que , par les points 
^intersection de chacune délies avec la courbe , on mène à cette 
courbe deux tangentes , prolongées jusqu'à leur point de concours j 
tous les points de concours des couples de tangentes appartiendront 
à une même droite , polaire du point ^oii les sécantes seront is- 
sues. iWciproquement, «" , des différens points- dune droite ^ me^ 
née arhitrairement , svr le plan dune ligne du second ordre , on 
mène à eeite courbe une suite de côtoies de, tangentes ; leurs cor- 
des de contact iront toutes concourir en, un même point y pAle de . 
ta droite dont il s'agit. C'est de cette propriété particulière que 
les déoonrin&tîons de pôle et de polaire ttreat teur origine. 

En second lieu , il peut arriver - que la polaire ne coupe pas la 
courbe ou qu'eUe la coupe en deux points. .Dans ce deriHer cas, 
xl est BÎaé de voir que la droite tirée du p61e à l'uo quelconque 
des points d'intersection de la polaire arec la courbe ne peut avoir 
avec cette courbe que ce seul point commun ; c'est-à-dire <fue , lors- 
que la polaire coupe la courbe , elle cofncide avec la corde de con- 
tact des deux tangentes issues du pôle ; proposition qui découle 
d'ailleurs des précédentes. Au surplus le pôle est extérieur ou in- 
térieur à la courbe, suivant que la polaire la coupe ou ne .la rea^ 
contre pas» 

Observons encore que, dans Te cas partîcuirer oii lis pôle serait 
pris sur la courbe elle-mlme , la polaire ne différerait pas de I& 
. langeole en ce point ;. en sorte que , si l'on prend,, sur une ligne 
, (c) du second, ordre, un point quelconque (!c',yf^ , .L'équation (p) 
sera celïe de sa tangente en ce poïnw 

Pour revenir aui propriéte's générales du pôle et dé Ta polaire , 
nous allons rechercher qnelt^ est Ift rehition- eittte les qaûre points 
âétermWs sur uae droite menée arbitrairement par le pôle ; savoir : 
ce pôle lui-même , l'intersection de ceae droite avec la polaire , et 
te» deux intersections avec la courbe. Mais , auparavant , itous de- 
vons donnée ici quelques notions et définitions préliminaires. 
Tom, XVL 3S 
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Lorsque tjuatre points A , B , C , D sont distribués sur une droite 
de telle sorte que les dtsunces AC , BC de deux A , B de ces points 
au troisième C , sont proportionnelles aux distances AD , BD dea 
deux mlîines points A, B au quatrième D, de telle sorte qu'on ait 
— r=: — , on dit de cette droite qu'elle est coupée harmonique- 
ment par ces quatre points qui sont dits eux-mêmes des points har- 
moniques. Les deux premiers A, B sont dits conjugués l'un & l'au- 
tre » par rapport aux deux autres C , D , qui sont dits pareilleuieut 
eortjugués par rapport aux premiers ; attendu que notre proportion 
; . . . CA CB _, , . . , , ' 

peut être écrite ainsi frr^TfR • De deux points conjugues, luu 

est toujours situé entre les deux autres et l'autre sur 'le prolonge- 
ment de l'intervalle qui les sépare. Trois de ces points donnas dd, 
position déterniineot toujours le quatrième î et , si l'un d'eux s'é- 
loigne à l'ioËni , son conjugué est alors au milieu de rinterralte 
qui sépare les deux autres (*). 

Supposons , psur fixer les idées , que le point A soit extérieur 
i CD, et que le point B lui soit intérieur, comme bu le foîç 
dans la figure ; 

CI D 



. AC AD , , . . . 

Ht proportion — =s — pourra être écrite ainsi 



(*) Ou. rencontre an «Lsmplê trî|i- familier da quatre pointt Jîstribo^ i% 
la sorte daoi ks centres de detiK cerclei , le point de concours de lenr* 
tangente! communes eclérteares, et le point deconcouri de lenn tangente» 
eonimuoes iatéfieurei. 

En général f si l'on cherclie inr nne droite nn point dont les distances 
h deux point* donnés de cette droite soient entre elles dans un rapport 



y Google 



pu SECOND ORDRE. i^S. 



AB— BC 



BC AD— AB ' 

d'oàf en chusaot les déaommateara., développant et transposant 

AB(AD— AB+BC)=3BC.AD 

ç'est-à-dîre , 

AB.CD=2BC.AD j 

ct( comme on a BC.AD=AC.BD, oo pourra écrire 

AB.CD=3AC.BD=aBCJVD . 

De cette dernière équation on tire 

aAC.BD=CD(AC+BC) , 



on bien 
1-oi 



AC(3BD— CD)=BC.CD 

AC CD 



BC ~ »BD— CD ' 

mais, si I est le milieu de-rintervalle CD , on pourra écrire 

AC aCl Cl _ Cl . 

se aBD— ilD — BD— ID "" Bt ' 

et 1*00 anra aussi 



donné I le problème aoni dent MiatîonI , et alors [es deux points donné» 
•t les deux pointa ^i résoudront U problème seront «{natre points bar- 
Bkonitines. ^ 

J. D.e, 
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3AC.BD=CD.(AD— BD) 

ou bien 

BDC2AC-(-CD)=AD.C0 

d'o4 

AD _ »AC+CD _ aAC+aCI _ AC+Cl M 
BD ~ CD ~ »CI ~ CI °" a ' 

Du a donc d'après cela 

AC _ CI AD _ Al 

BC BÏ ' BD ~ CI • 

puis donc que l«s premiers membres de ces deux équations sont 
égaux , OH aura , en égalant leurs seconds membres , 

5*=AI.BI i 
•t ensuite , en âiminant CI 

- Ai_4C AD_;_Âc'^ÂD* 
BÎ-BC • M-g^-gï- 

iSi l'on fait AB=jr, AÇ=*" et ÂD^^s*, l'équatioD-— b — 
deviendra ■ ■ ■■■■>£=-'■ — i ce «ai donne, toutes réactions faites.; 

Cela posé , tran^ortom , pour plus de simplicité , au pâle l'ori- 
gine qui est ubîtraire, en prenant pour axe des « uoe droite quel- 
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conque passant par. ce pôle, nous aurons aio» s'^zot j^so , et 
l'équation de la polaire deviendra siqipleinent 

de sorte que l'aliscîsse de son intersection arec l'aie des x sen 
doDiiëe par la formule 

F 



qnant anx intersections de ta courbe arec le même axe , elles se- 
ront données par l'équation 

de jsorte <{u*en désignant par j^, x*^\e$ distances de ces intersec- 
tions à l'origine , on aura 

Ott aura > d'iq>rès cela ^ 

ïF ' ;. ■ F aD »F 

et j par suite 

. 3^s*'=zx(x*4-sff) i . 

prtpriété caractéristique de quatre poînâ harmoniques ; dé sorte 
que /ouie sécante menée par lé pôle est divisie harmoni^uement par 
ee ff'&le, pur sa polaire ei par la courbe (*). 

{*) Oo.peat M dwuoder M ce qne derieat ]« reUtion iktrmbiMqM dont 



y Google 



ayS PROPRIETES , DES LIGNES 

§. IIÏ. 

Comme le système de deux droites , tracée» sur un plan , laîC 
partie des lignes du second ordre , nons pouvons j applitjaer tes 
résultats piécédeas. 



ît ■'agit, pour celles des droiteiiMuea du p6le qui ne coupent pas l'^r courbe. 
La rëponw k cette question se trouve dans les conùdérations inivastes. 

^oit ane ligoe du secood ordre et une droite ^ tracées lor un m£in« 
plan t et données par leurs équations. Si l'on cherche, par l'analise , leurs 
poinli d'intersection ; en désignant par {x^y) l'un quelconque d'entre eux « 
on troaTera , pour déterminer la coordonnée « , une équation du second 
d^ré dont tes coefficient seront toujours réels. Suivant qne les detu ri-' 
cinea de cette équation seront réelles ou imaginaires , les valeurs corres- 
pondantes de l'autre coordonnée y seront aussi réelles on imaginaires. Dans 
'le premier cas , la droite coupera efTectivement la courbe :| daos le- second ,i ' 
elle ne la coupera pas, et ses pointa d'intersection avei; elle seront imaff~. 
maint. 

Quoi qu'il eu soit ^. il tait de Ibl nature de l'équation du teeoad degré 
qui donne, les ciionlonnéei de ces points d'intersection parallèles à un m£me 
au , qu'on aura , dans l'un et l'autre ca« , des valeurt ritUt* pour U JSiOMr 
et pour le produit de ces deux coordonnées. On observera que ceci a lieu « 
en parliGulietf lorsque les abscisse» sont comptées sur la droite proposée 
elle-mfimé. 

En supposant que les deux points de section existent en réilité , conce- 
vons un autre point P , lié à ceux-là par une dépendance synétrique | 
de telle sorte que les coordonnées de ce point P soient des fonctions sj- 
métriqnes de celles qui appartiennent aux deux premiers ; ces fonctions pour- 
ront done être exprimées uniquement au mojen des somme et produit, 
dent tl Tient d'Atre question : elles derroat conséqnemneBt conserver de« 
valenn réelles , Jon mâme que le» coordonnées des points d'îotersecttoa se- . 
ront dereanes imaginaires. Il suit de Ik que le point P , en tant qu'il est 
déterminé par tes coordonnées, et que ces coordonnées ont pour eipres> 
siou le» (ooctiens symétriques dont il s'agit^ demeure réel et conatructible, 
lors même que les deux pointa d'intersection passent du réel à Pioiasf?'' 
naire ,■ bied qi^ftlors ce point P ne puisse plus être comtralt àa nojek 
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El d'abord si ton coupe un angle fixe par deux sicafUes ar- 
bitraires issues d'un même point fixe du pian de cei angle ; et que 
F on t'oigne les points d'intersection des deux sécantes arec les deux 
eàtis de. t angle par deux nouvelles- droites ; ces dernières con' 
courront toujours sur une certaine droite fixe , dont la situation 
ne dépendra uniquement que de celle du point fixe par rapport à 



de> conditioai graphique* par lesquellei il était d'abord lié anx de«x autres, 
c«ai-cL a/aat dispar*. Il n'y aura cependant aucan ÎDCooTënient à lui con- 
Hrrer sa dénoninalioD ou définition primitiTa. 

C'est ainsi » par exemple , que te milieu de la corde intercepté sur une 
droite, par son intenection' avec une ligne dn second ordre, est nn point 
tonjour* réel et auignakie , lora nême -que la droite ne conpe plna la courbe t 
«'nt-i-dire', lorsque le* deux extrémités de la corde intcraeptée sont de- 
.renne* imaginaires. Ce milieu est déterminé , dans tous le* cas , par la 
rencontre de e^tte droite avec le conjugué du diamètre qui lui est paral- 
lèle. De même, le conjugné liarmoniqué d'nn point donné sur la mâote 
droite , par rapport à ses deux points d'intersection imaginaire* avec la 
courbe, est toujours constructible, an moyen de la relation v^:^''=x{pe'^^) , 
dans laquelle le point donné est .pris pour origine dés at , et où « est sa dit* 
tance an point cherché, parce que ^-^-s" et x'x" sont réali, lors ui£oM 
^ne x' et x" sont imigînairei , puisqu'ils sont alors de la iorme x'^^-^^'~-i 
et x"^?— f^^i. Il est auMÎ donné graphiquement par l'intersection de la 
droite donnée avec la polaire du point donné -, et il n'en faut pal dn^an. 
tage pour comprendre comment , dans un groupe harmonique , deitx points 
conjugués peurent être réel* , bien que les deux autres soient imaginaires, 

Les remarques qui précèdent doivent être étendues aux intersections 
de* lignes droites avec les courbes de toii* les degrés. Il ne .faut . jamais 
le* perdre de me, parce qu'elles sont nécessaires pour donner aux rela- 
tions que fournit la théorie des transversales et b d'autres relations que 
■on* ferons connaître par la suite, toute la générallti convenable. -On ne 
4oit pa* d'ailleurs les confondre avec tes considérations de M. Poncel'èt 
sur U toi de continuité. La distinction en a été déjà dite , avec soin , 
pf M. Cancbj , dans son rapport inséré au toine XL' des Annales ( P"Ç^ 
(9 ) et placé dipLtis en tèie dn Traité itt Propriétii nrojectives âetJigiiTti, 
( Volt it PAuttur. ) 
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f angle Jtmt il ^agit. Cette droite qu'on pxmrra appeler la polaire 
eht point fixe , passera évidemment par le sommet de Fangle. 

La construction qui donne na point quelconque de cette polaire 
fait Toir que ce point est y à son tour , le pôte de la droite qui 
joint te sommet de l'angle au pôle primitif, de sorte que toute 
droite meo^e par ce nouveau pôle est couple harmoniquetnent par 
ce point lui-même , par sa polaire et par les deux côtés de l'angle. 
De là ~ résultent deux conséquences -, premièrement , les dijfireua 
points ^une droite aicnée arbitrairement p'ar le sommet d'un an- 
gle et dans son plan , n'ont qu'une seule et même polaire située 
dans ce plan , et passant comme elle par le sommet de Fangle ; 
CD second lieu, si quatre droites » issues iun mime point et corn- 
prises dans un même plan , sont tellement dirigée» qi/elles difi— 
tent karnionit/uement ane seule droite tracée dans ce plan , elles 
difiseront aussi harmoniquement toute autre droite qu'on foudra 
tracer dans le même plan^ A cause de celte propriété , l'ensemble 
de ces quatre droites est appelé faisceau harmonique. Elles sont 
conjuguée» deux à deoi » comme les points d'un groupe harmoni- 
que. 

On doit observer que , si un faisceau harmonique est coupé par 
une parallèle à tune des droites qui le compose , la conjuguée de 
cette droite passera par le milieu de la portion de parallèle in- 
terceptée entre les deux autres. En particulier , si deux des droi- 
tes du faisceau , conjuguées entre elles , sont perpendiculaires Fuiie 
à t.autre , elles diviseront en deux parties égales les quatre ailles 
formés -par le»' deux autres. 

DémODt£on$ présentement que » si qMoire droites issues ^un mime 
point t formeni un faisceau harmonique, les sinus des artgles que 
formera Fune délies avec les deux qui ne lui s»nt pas conjuguées \^ 
seront proportionnels au sinus des angles que formera le droite 
restante opee Us deux mimes droites f et réciproquementt. 
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C B D 




Soient, comme ci-dessus , les quatre points harmoniques A, 

B| C, D; les deux premiers conjugués l'un h l'autre, ainsi .que 

. . , • , AC AD 

les deux derniers , en sorte qu on ait , comme alors '^~ =s j— 

D'un point quelconque S , kors de leur direction , soient menées 
à ces quatre points les droites SA, SB, SC , SD , qui formeront 
un faisceau harmonique, dans lequel. les deux premières droites , 
ainri que les deux dernières , seront conjuguées l'une à l'autre. 
En vertu de la proportionnalitil des sinus des angles des triangles 
aux côtés qui leur sont opposés» on aura 



d'oïl , & cause de Sin ACS^Sin.BCS , 







AC AS Sin.ASG 
BC ~ BS Siii3SC ' 


et, en suite 








AD 

AS ■ 


SinJkSD BD S;i>.BSO 




Sia,AOS ' BS Sia.BDS 



d^où, k cause Je Sin ADS=Sm.BOS, 
Tom. Xyi 
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donc enfin , i cause de -^^ s ■- 



SiD.USC Sia.USD '. 

comme nous l'avions annoncé. U sera aisé de prouver , d'après cela , 
que , réciproquement , si celte dernière relation a Heu , on aura 

pus» ~ =a — M que , par conséquent , les droites SA , SB , SC, 

SB formeront un faisceau harmonique. On pourrait y au KorpluS, 
simplifier l'une et l'autre démonstrations , en supposant la ïécante 
parallèle à nue des droites du faisceau.' 

. On nomme quadrilatère complet , le système de quatre droites 
indéCnies tracées sur un même plan , de manière que trois d'en- 
tre elles ne concourent pas en un même point. Ces quatre droi- 
tes sont dites les côtés do quadrilatère , lesquels se coupent en six 
points tels qu'il y en a toujours -trois sur chacuu d'eux. Ces points 
■ont dits tes sommets du quadrilatère ; et les droites , au nombre 
de trois , qui jojgneut un sommet à un autre , qui n'appartient pas 
au même côté , en sont dites les diagonales. 

Il est aisé de conclure de ces définitions et de ce qui a été dit 
.ci-dessus que , dans tout quadrilatère complet , les extrémités de 
tune quelconque des trois diagonales et les deux points où sa dU 
rection ett coupée par celles des deux autres sont quatre points 
harmoniques. On conclut de là le moyen de construire , avec la 
rc^le seulement, le quatrième harmonique de trois points donnés. 
Soient en efièt A^B^C ces trois points. A et B étant conjugués 
i'un à l'autre. Par A et B soient menées arbitrairement deux droi- 
tes concourant en E, et soit menée CE; par A soit «ncore me- 



y Google 



DU SECOND ORDRE. aS3 

mée l'arbitraire AF, coupant CE et BE en G ei F ; SMt pnfih 
meo^e BG, coupant AE en H ; si alors on mène FH , son point 
U d'iotersection avec AB sera le ,quatrièn»e barntoaîqne cherchif. 
On pourra donc aussi construire tout aussi facilement le quatrième 
harmonique de trois droites données. 

Si , en particulier , deux des trois «Kagonales du quadrilaiire 
complet sont parallèles entre elles, chacune d'elles sera ''di visite en 
deux parties ^ales par la ircâsième ; ce ^ui revient à dire que , 
Jans un trapèze , la droite ^ui joint le point de concours des deux 
fêtés non parallèles au point de concours des deux diagonales , passe 
par les milieux des deux côtés parallèles. On déduit de U i .* le 
moyen de diviser, une droite, avec la règle seulement, en deux 
parties rgales , poitrvtl qu'on ait une seule droite parallèle & celle- 
.là ; 2.* le moyen de mener par un point donné , avec fa règle seu- 
lement , une parallèle A une droite donnée, pourvu qu'on ait sur 
cette droite trois points équidistans. 

On peut encore remarquer que , dans un trapèze ^ le point de 
concours des deux diagonales , le point de concours des deux cô~ 
tés non parallèle* et les milieux des deux côtés parallèles sont 
. quatre points harmoniquement distribués sur une même droite. 

s. IV. 

B serait facile, en suivant une marche purement géométrique y 
de déduire immédiatement de la théorie de» pôles et polaires ez- 
. posée ci-dessus ( §. U. ) , toutes les définitions et propriétés- con- 
nues du centre , des diamètres , des axes et des asymptotes des 
ligues du second ordre ; mais il nous paraît préférable de traiter 
ce sujet analitiquement. Retournons donc à la courbe (c) , pour 
-examiner les diverses positions que peuvent prendre , sur' son plan, 
, le pôle (a^,/') et la polaire (p). 

CherchoBS . d'abord s-'il est une position du pâte pour laquelle 
JÇfi polaire passe . totMe entière à l'infinù U faudra , pour cela , que 
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les quantité qui multiplient x ti y darts l'ëquaUoQ Cp) de cette 

polaiie , soient s^par^meut égales à veto ; car autrement la droite 

représentée par cette ëquatîon pourrait être construite et par suite ' 

accessible, dans une partie de son cout^ F'osons donc, à la. fois 



::;!■ 



Js'-{.Cy'^D=o , ; 

}. (G) 



Comme ces deux équations , qui déterminent les coordonnées in- 
connues :r',y, ne sont que du premier degré, on voit qu'en gé^ 
néral , il y a sur le plan d'une ligne du second ordre , un point 
unique dont la polaire est toute entière à t infini ; conséquemment , 
ce point est le milieu commun de toutes les cordes qui y passent ; 
les tangentes menées à la courbe , par les extrémités de chacune 
de ces cordes sont parallèles entre elles ; et il en est de même des 
droites qui joignent les extrémités de ces mêmes cordes , prises deux 
à deux. 

Le point qui jouît de ces propriétés , et dont les coordonnées 
sout déterminées par les équations (C) , est ce qu'on nomme le - 
centre dç la courbe. An surplus , la ligne du second ordre pro- 
posée peut être telle que son centre soit à l'infini , ou qu'elle ait 
une îufinité de centres , distribués sur une même droite donnée de 
position. 

Par une supposition iaverse de la précédente, concevons que 
le pôle (jxf,y') s'éloigne à l'inHai , en parcourant une droite donnée 
par l'équation y^mx-J^g '^ tellement qu'on ait 

y=:^a/'\-g , 

Si l'on met cette Talent. de y dans l'équatiott (p) et qu'on y |ioM 
ensuite y tnÛQÎ ^ ' elle deviendra 

{A-\-Cm)x^iC-\~Bm)y-^(p'^Em)=.o > (d) 

£n récrirant soas cette forme 
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OD voit que , quel que soit m , la droite qu'elle repr^nte pp»e par 
le point dont les coordoonëes x'^y sont déterminées par les équa- 
tions (C).. Comme d'ailleurs, dans le cas présent, toutes les sécan- 
tes partant du pôle se changent en un système de droites parallèle 
entre elles et à la droite y=mx-\~g ; il en résulte ce tbe'ft- 
rème : Si ton inscrit à une ligne du second ordre une _suite dp 
cordes parallèles à une droite de position arbitraire , Us milieux 
de ces cordes , les points de concours des tangentes m la courte me- 
nées par les extrémités de chacune belles et les droites <jui joinf 
dront les extrémités des mêmes droites , prises deux à deux , ap~ 
pariiendront toutes à une mime ligne droite , fessant par le cen~ 
tre de la courbe. Cette droite est appelée un diamètre de la courhe» 
Supposons son équation (d) mise sous la forme 

y==m'x-^g^ i 

«DOS aurons 



C-4-fiin . 

c'est-à-dire , 

^+C(m+y7ï';+Jîmm'=o , 

Cette équation étant symétrique en m et m' , on en peut conclure 
que toutes les cardes d'une ligne du second ordre parallèles à ft/n 
quelconque de ses diamètres ont leurs milieux sur un autre diamètre 
tel. que y réciproquement , toutes le^ cordes, qui lui sont parallèles 
ont leurs milieux sur le premier. On nomme diamètres conjugués 
dens diamètres qui ont entre eux une semblable corrélation. Non 
seulement •toute Ufpie du second ordre a une infinité de systèmes.:, 
^ diamètrfs conjugués , mais encore .Qifi.'stM,^ae--tout^Jifimèt>^. 
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^lau h'gne du second ordre est nécessai remeut conjugué i un am^ 
ire diamètre de la courbe. Si l'on tncoe , par le centre , denx dia-^ 
mètres quelconques , leurs extrémités seront les sommets d'un pa- 
rallélogramme dont les côtés exposés seront respectivement par^t- 
lèles à deux diamètres coitjug^és de la courbe, et divisés par ces 
diamètres en deux parties égale;. En particulier , si fon- décrit ihi 
centre, arec un' rayon arbitraire , un cercle coupant la courbe en 
quatre ftoints , ces quatre points seront les sommets d'iin rectangle 
dont les cdtés seront parallèles aux deux diamètres principaux oa 
axes de cette courbe. 

- Nous avons trouvé que , si y^zmx-^-g est l'équation d'un dla- 
Kètre, ceUe de scm conjugue pourrait prendre la forme 

^ Vva. SBppose le premier diamètre paiallèle soil & Taxe des ;r 
sok à l'axe des y , eu &isant tour-â-tonr m:=o , 01:= — , l'équa- 
tîoa de son conjugtié deviendra successivement 

Ces deux équations appartiennent Jonc aux denx diamètres dopt 
les conjugués sont parallèles , l'un à l'axe des x et l'autre & l'axi; 
des y. En supposant le premier diamètre y==mx-^g parallèle A 
l'axe des f , si l'on veut que son conjugue, dont l'équation, etf 

•lofS 

Mît pardièle & Faxe des y , fl faudra nécessairement qu'on aÎT^ 
dans son équation ,- et conséquemment dans celle (c) de la courbr 
C^% • coodoMoa ^'on tiretait paiement des deiu équations (é^r 
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en eiprimaut qne les diamètres qu'elle représente sont parallèles aux 
axes des *etdes_^, respectivement. Ainsi U parallélisme des axes, 
à deux diamètres conjugués fjuelconques a la propriété de priver 
t équation de la CQurhe du terme qui renferme le produit des deux 
coordonnées. Il est aîsu de voir , en outre, qa'elle ne peut être pri- 
vée de ce terme que soos cette- condition. 

Si forigine était placée au centre de la courfie , les équations 
(C) , dans lesquelles x' , y* sont les coordonnées de ce centre , de- 
vraient avoir lieu , dans la supposition de *'=o , y'=:o ': on au- 
rait donc i?=so, E=oi ainsi la situation de l'origine des' coor~ 
données au centre jouit de la. propriété de priver f équation de la 
£Ourhe des termes qui renferment les premières puissances des deux 
variables , ef on voit aussi ^elle en jouit exclusivement, . 

Si donc on prend pour axes des coordoonées deux diamètres 
conjugués quelconques , l'équation de la courbe $e réduira k cette 
forme irès-simpIe 

tous laquelle la discussion ultérieure de cette coorbe devient ex- 
trêmement facile. 

A la vérité , cette forme ne pourrait plus avoir lieu , si ta courbe - 
n'avait pas de centre , ce qui arrive lorsqu'on a C*—.AS:=ç ; mais , 
en prenant pour axes un diamètre quelconque et la tangente iTunç 
dé ses extrémités, tangente parallèle an conjugué de ce diamètre, 
OD pourra toujours présenter l'équation de la courbé sous cette fôrmç 

as'-ihy-i-sdxcso î 

qui convient également aux lignes du second ordre qui'- ont un cen- 
tre et il celles qui en sont dépourvues.. 

Maintenant , si l'on prend , sur Taxe des s-, un porat qoelconque 
dgnt x' soit la distance à l'oiigine , sa polaire -, dont l'éqnation s«rfi . 
■Urt 
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se trourera atosi parallèle & l'axe des y ; c'est-à-dire que tout point 
pris sur le plan tfune ligne du second ordre a sa polaire parallèle 
au conjugué du diamètre <jui passe par ce point et réciproquement. 
LVguatton actuelle de la courbe . lorqu'on y fait y:=o , donne 
la longueur du diamètre dont la directi9n coïncide avec l'axe des 
x.^ Cette longueur étant d&ignée par zc t c sera l'abcisse du cen- 
tre , et l'on aura 

ac-^ds=o . 

En conséquence Téquation (ax'~\-d)x+dx'=o , deTÎent 

. (jr' — c)x—cs''=o ou (it*—c)(x—c)=c* ; 

de sorte que la moitié du diamètre dont la direction passe par le 
pâle est moyenne proportionnelle entre les deux segmens que le 
pôle et la polaire forment sur ce diamètre , à partir du centre ;_ 
propriété qui résulte d'ailleurs ( §. JI ) de ce que le pâle et la 
polaire ccupent harmoniquement le diamètre dont il s'agit. 

Dans le cas de. la parabole , qui n'a f&s de centre, et pour la- 
quelle â=o , l'équation de la polaire se réduit à x+x'sto , en 
sorte que , dans la parabole , la portion de diamètre compris en- 
irj un point et sa polaire, est coupée par la courbe en deujç par~- 
iies égales. 

■ s- v. 

Soient a^ h , c , d quatre poinu pris arbitrairemeot sur le ptaa 
d'une ligne dit second o^dre ; et soient respectiTement e ^f, g \éi 
points de concours de ah et cd ^ ac et hd^ ad et hc. 

Par ces quatre pmnts soient menées à la courbe des tangentes 
que nous désignerons respectirement par A, B » C / D. En convenant : 
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de désigner g^nécaieinent par (P, Q) rinlerseclion de deux droites 
désignées par P el Q ; représentons par E , F , G les droites qui 
joiguenl le point (A . B } au point (C , D) , le point (A , C) au point 
(B, D)^ et enfin le point (A, D) au point (B, C) : nous.aurons ainsi 
denx quadrilatères , l'un inscrit et l'autre circonscrit à la courbe ; 
de telle sorte que les sommets de rinscrit seront les poiiiU de con- 
tact du circonscrit. 

Les points (A , B) , (A , C) . (B , C) , (A, D) , fB,D), {C,D) 
seront les pôles respectifs' des droites ab , ûc j hc ^ ad, bd , cd. Or , 
il résulte de là i." que la droite E contiendra les points f cl j?, 
qne la droite F contiendra les points 5 et ^ , et que la droite G 
contiendra les points e ^t f ; a." qne les droites 'F et G concour- 
ront en * , les droites G el E en y, et les droites E el F en ^ j 
3." que chaque côté du quadrilatère circonscrit sera coupé harmo' 
niquement par son opposé et par son point de contact ayec la courbe j 
^,* enfin que les quatre droites qui passeront par chacun des som- 
mets du quadrilatère inscrit formeront un faisceau harmonique. 

De là il esl facile de conclure que, lorsque d'eux quadrilatères 
sont tun inscrit et' Taulve circonscrit à une ligne dit second or~ 
dre y de telle sorte que les sommets de Finscrit sont les points de con— 
taet du circonscrit ; \ ." les diagonales des. deux quadrilatères se 
coupent toutes quatre en un même point , oit elles forment un /his~ 
ceau harmonique ; 2.* les points de concours des directions des cô~ 
tés opposés sont tous quatre harmoniquement distribués sur une 
mime droite , polaire du point de concours des quatre diagonales ; 
3.* chaque diagonale du- quadrilatère circonscrit concourt at>cc deux 
côtés opposés de rinscrit , et forme , avec ces . càtés et la droite qui 
joint leurs points de concours ^un. faisceau harmonique ;. ou , en 
d autres termes , chaque point de concours de deux côtés opposés 
du quadrilatère inscrit est en ligne droite avec deux sommets op- 
posés du circonscrit, et forme , avec ces sommets et le point de con- 
cours des. quatre diagonales , un système de quatre points harmo- 
niques, 

Tom. XVL ' . 38 
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Il résulte de ces propriétés des quadrilatères inscrit et circonscrit k 
une même ligne du second ordre , sous ta condition indiquée , que > 
si l'on donne quatre points de la courbe et la tangente en l'ua 
d'eux , ou bien quatre tangentes à la courbe et le point de con- 
tact de l'une d'elles ,^ on obtiendra de suite , par des construclîons 
qui n'exigeront que le simple usage de la règle , soit les tangentes 
aux trois autres points, soit les points de contact des trois autres 
tangentes. Plus généralement, toutes les fois que l'on connaîtra, 
dans la ligure, des élémens eu nombre sulGsant pour déterminer les 
deux quadrilatères tt la courbe à laquelle ils doivent être inscrit 
et circonscrit , on pourra toujours se servir de ces données pour 
achever de construire ces deux quadrilatères , sans que la courbe 
ioil décrite. 

Donc toutes les fois qu'on sera parvenu k la connaissance de deux 
tangentes et de leurs points de contact , et qu'on aura en outre na 
truisièuie point ou une troisième tangente quelconque de la courbe , 
on sera en état d'en construire , en n'employant que la règle seule- 
ment, tant d'autres points ou tant d'autres tangentes qu'on voudra. 

Soit, en elFet, i.* AMG l'angle des deux tangentes, soient A 
et C leurs points de contact; et soit B un troisième point quel-' 
conque de la courbe. Par le sommet M de l'angle des deux tan- 
gentes, soit menée une droite arbitraire et indéfluie , coupée par 
AB en P et par BC en Q. Soient menées PC et QA , se Conpant' 
en D ; ce point D sera un quatrième point de la courbe'; et, à cause 
de rindvtermination de la direction de MP, on pourra', en variant 
cette direction, déterminer tant d'autres points D de cette courb'é 
qu'on voudra. Menant alors les deux diagonales AC , BD du rfua-' 
drila'tère inscrit, se coupant en O ; la droite PO déterminera, sur 
les tangentes MA , MC , deux sommets opposés "E, G du quadri- 
Iatèï« circonscrit , tandis que la droite QO déterminera , sur ces 
deux mêmes droites, les deux autres sommets opposés F,' H de ce 
mt'me quadrilatère. On aura donc ainsi quatre points de- ta courbe 
et les tangentes en ces quatre points ; et on pourra ainsi detcrmï- 
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ner tant de poiats de cette courbe et tant de tangentes qa'on voudra. 

2.^ Soit AFGG le polygone ouvert formé par trois tangentes con- 
s^utives, et soient A et C les points de contact des deux tangen- 
tes extrêmes. Soit menée AC , sur la direction de laquelle soit pris 
arbitrairement un point O.' En menant FO , concourant avec CC 
en H et GO, concourant avec FA en E , la droite EH sera une 
quatrième tangente j et, à cause de l'indétermination du pointO 
-sut AC , on pourra , en variant sa position , déterminer tant d'au- 
.Ires tangentes EU à la courbe qu'on voudra. Menant alors GH et 
ÊF , concourant en M , puis FG et EH , concourant en N , et 
en&a £G et FH , coupant MN eu P et Q ; l'intersection B de 
FGavec PA ou QC sera le point de conuct de cette laiigcnie ; 
et l'intersection D'de EH, avec PC ou QA sera le point de con- 
tact de sou opposée. On aura donc ainsi quatre tangentes à la courbe 
et leurs points de contact ; et l'on pourra ainsi avoir autant de tan- 
gentes à cette courbe et autant de points de son périmètre qu'on 
Toudra. 

En considérant que PQ t ^oi joint les points de concours P et 
Q des directions des côtés opposés du quadrilatère inscrit , contient 
les pôles M et N de ses deux diagonales , on reconnaît que , si 
l'on fiit varier ce quadrilatère inscrit de telle sorte que , ses som- 
mets opposés A et G demeurant fixes, s'a diagonale BD prenne ton- 
tes les situations qu'on voudra , cette droite PQ demeurera assu- 
jettie à passer constamment par le pôle M de la diagonale AC ; 
c'est-à-dire , qne , si l'on inscrit à une ligne du second ordre 
une suite de quadrilatères ayant deux côtés opposés communs , les 
droites qui joindront les deux points de concours des directions 
de leurs côtés opposés , iront toutes concourir en un même point 
Jixe\ pôle de leur diagonale commune. 

De même , en considérant que le potat O de concours des diago* 
nales du quadrilatère circonscrit est sur la droite AC qui joint, les 
points de contact de la courbe avec les deux côtés opposés EF et 
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GH , et qui a son pôle au point de. concours M de ces deux c6- 
ti5s ; on en conclura que , ces mêmes côl^s restant Gxes » 'si les 
deux autres varient d'une manière quelconque, en demeurant d'ail- 
leurs constamment tangens à la courbe , l'intersection O des deux 
di^^'onaies ne sortira pas de la polaire AC du pcnnt M; c'est-à- 
dire , que , si ton circoncrit à une ligne du second ordre une suite 
de ijuadrilatères , dont deux côtés opposés soient de direction in- __ 
variable , les diagonales de ces quadrilatères se couperont cons- 
tamment sur une même droite , polaire du point de concours des 
deax côtés communs à tous. 

De, là nous tirerons quelques conséquences qû méritent d'être 
remarqui^es. 

Il est connu , et nons aurons occasion de le proarer plus tard , 
qu'étant donnés cinq points quelconques , sur un plan , il existé 
toujours une ligue du secondordre'quï passe par ces cinq points. 
Supposons donc cette courbe décrite , en sorte que les cinq points se 
trouvent sur son périmètre ; si de trois quelconques de ces pointi 
:on mène aux deux autres trois couples de droites; en combinant 
ces couples deux à deux ^ on formera trois quadrilatères simples , 
inscrits 4 la courte « et ajanl deux sommets opposés communs ou 
une diagonale commune; donc, suivant ce qui a été établi ci-des- 
sus y les droites joignïuit Iës points de concours de leurs côtés «p^ 
posés, iront concourir toutes trois en uo même point ,- pôle de cette 
■diagonale commune. Ainsi cinq points étant pris, à volonté, sur 
pn plan , si de trois quelconques de ces points on mène aux deux 
lautres trois couples de droites; ea prenant ces couplet deux à deux , 
on aura trois quadrilatères simples tels que les droites joignant 
les, points de' contours des directions de leurs côtés opposés iront 
toutes trois concourir en un même point. En outre , ce point sera , 
rfilotivement à la ligne du. second ordre qu'on peut toujours faire 
passer par les cinq points donnés , le pôle de la diagonale com- 
mune aux trois quadrilatères. 

Si fon suppose que les deux extrémités de la diagonale com- 
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mune s'éloignent à l'infini , en parcourant deux droites fiies indé- 
finies ^ données de position , on conclura de ce théorème le corol ■ 
laire suivant : Si , sur les trois côtés Sun triangle quelconque , 
pris -tour - à taur -pour diagonales , Qn construit trois parallilo- 
gammes , dont les côtés soient respectivement parallèles à deux droi- 
tes cuelcongues , données de position i les trois autres diagonales 
de ces parallélogrammes iront concourir en un même point , centre 
dune hyperbole circonscrite au triangle et ayant ses asymptotes 
porallèùs aux deux droites données de position (*). 

jOo démontrera par' des considérations analogues cet autre théo- 
rème : Cinq droites étant tracées arbitrairement sur un plan , si 
Von conçoit trois quadrilatères simples , ayant â la fois deux côtés 
opposés qui coïncident , pour la direction , avec deux de ces droites , 
et dont les autres côtés ne soient autre chose que les trois droites 
restantes prises deux à deux ; les points de concours des diago- 
nales de ixs trois quadrilatères appartiendront tous trois à une 
même droite. En outre y cette -droite sera , relativement â la ligne 
du second ordre qui touchera les cinq droites données » la polaire 
du point de concours des deux dentre elles qu'on aura prise pour 
direction commune_ des deux côtés opposés des trois quadrilatères. 

Il suit de là qu'ayanf sur un plan cinq points d'une ligne da 
second ordre on cinq tangentes à cette courbe, on peut toujours, 
en n'employant d'autre instrument que la règle , déterminer simul- 
tanément soit les tangentes en deux de ces points , soit les points 
de contact de' denx de ces tangentes ; après quoi la construction 
de la courbe pourra s'achever comme «a l'a fait voir cî- dessus. 

( La suile à un prochain numéro. ) ^ 



(*) Cat le théorime d« U p>g. io3 dv tom. XV. 
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ANALISE TRANSCENDANTE. 

Dé^feîoppement remarquable des racines et des 
logarithmes ; 

Par M. L. C. Bo«vier , ex-officier du génie , ancien élfevt 
de l'école pulytechnique. 



don posé 
z=-^î — , d'oi ssa TV -1- , et JP^s=* M/^ -^ : 
, c'est-à-dire , 

£a remarquant que ^=iZ^i— 4), on aura 

way- 1 . . I nu»— I , ,, I WB— I swia— I , ^^, 

hjrz=i (1— «)— Cl—') â (i— *r— rt 

^ ma ^ . ' DUS aiBs ^ ' m» aflu» 3aw ^ ' 

On a d'aîllears 

. — = , f ,1 mi+i , , I mn+t amn+t , , 

(l— z) =lH zH «+ — - , *'+^; 

^ ' ma mn am» ma ama 3mn 

En sobstitaaot donc dans (i)., et remettant eosnite pour x sa va- 
leur en « , il Tiendra , quel que soit n , 
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ii I / I \ « mn^i / I Y I mn^i am«— i /' ' V \\ 

l mn\ »"+! / ma am» \ a"+i / mn amn 3ma \ a"+i y "") [ 

r 1 , ■ ! 

[ j JBB \ x'+t J ma amn \ x'+i J mit vm ântn \ «"+1 ) **'"' J J 

Si l'on prend ponr n nn nombre pair, les deux sërïes dont le 
produit compose le développement de ^x seront coBstsmoieat con- 
Te^ntes , quelque valeur entière on fractionnaire , positive ou né- 
gative qu'on donne k x. 

On a aussi. 

Log^= -^JLog*— Log.(i-^)j î (a) 

mais on 'sait que 

Log.«=-(.— x)-i(i-x)--i(,_z)>-i(,_i). , 

-Log.(— z)=«+iz- +fr' +i^'+ i 

substituant dans (a) , et remettant ensuite pour z sa valeur en x, 
on aura , quel que soit n , 

s^riequi, lorsqu'on prendra pour n on nombre pair, aura le même 
avantage que le développement ci-dessus. 

Si, en particulier, ou y' fait a=3 , on retombera sur le dcve- 
. loppemeot déjà obtenu ( tom. XIV, pag. 27^^ ). 
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QUESTIONS PROPOSÉES. 

Trentièmes de Statique, 

I X/ÉTERM1MER l'équation de la chainetle de pesanteur rariable, 
daas laquelle la masse de chaque élément est proportionnelle à la, 
tension qu'il éprouve , «t déterminer en outre la masse de chacun' 
de ses élémens? "^ 

n. Une corde uniformément pesante , tant qu'elle pose sur ua. 
plan horizontal , mais uniformément extensible , est suspendue li- 
brement à deux points fixes; quelle est la courbe qu'elle atfecterft 
dans le cas d'équilibre? et suivant quelle loi variera la masse de 
«hacan de ses élémeo» 7 
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ANALISE INDETERMINEE. 

Bésolution générale de réquatîon indéterminée du 
premier degré à deux inconnues ; 

Par. M. le Comte Guillaume Libri, de Florence, 



XJA résolution générale de l'etjuation indéterminée du premier de- 
gré , à deux inconnues , paraît avoir été trouvée pour la première 
fois par les Indiens. Les commentateurs de Bhasker ou Bhascara- 
Acharya (*) , attribuent cette di'couTerte à Arya-Bhaila y gêomî'- 
tre indien , que l'on croît presque contemporain de Diophante ; mais 
les ourrages de cet auteur a^ant été perdus , il est difficile de 
juger du degré de généralité qu'il avait donné i sa solution. Ce- 
. pendant, nous possédons le traité d'algèbre de Bramegupta ( qui» 
d'après les calculs de M. Bentley, a été composé au commence- 
ment du septième siècle de l'ère chrétienne ) oit l'on trouve la 
résolution générale de l'équation du premier degré à deux incon- ' 
nues. Cette résolution est exposée aussi dans les ouvrages de 
Bhascara-Acharya , et dans ceux de tous les analistes indiens 



(*> GéomMre indien , de U rille de Bidder , anr la frontière septeatrio- 
Bale de llndvstan » oii il paraît qu'il enseignait les niatfaématîqnas , vers 
la fin dn XII.' siècle. Vojtt l'ouvrage de M. Hattoa intitulé; Tracts oa Ma* 
fAimo/iVoi , etc. ^ 3 vol in-8.» , Londres , iSia. 

3. D.G. 
Tom. Xri il.» ^, l'^atril 1826. 39 



y Google 



agS ANALISE , 

plus modernes. La méthode dont ils ont fait usage est sem- 
blable à celle que Bachet de Mézîriac publia en France en 
i6a4. On sait qu'elle consiste à rWuïre l'équation proposée «x-f-" 
h=cy , à l'équation (i:r,+ i=a:j, , et à résoudre ceile-ci, en cher- 
chant le plus grand commun diviseur entre a et c, 

l^grange a résolu l'équation dont il s'agit à l'aide des fractiops 
continues, et M. Gauss fa réduite à sa théorie des congraences; 
mais toutes ces méthodes, qui dans le fond sont identiques entre 
elles , n'ont pas toute la généralité qu'on pourrait désirer. En ef- 
fet, il est clair que les racines d'une équation à plusieurs incoa- 
nues, de même que celles d'une équation à*uoe seule inconnue, 
doivent être fonctions de ses coefiicieus exprimés généralement ; et 
cependant , même pour résoudre l'équation du premier degré à 
deux inconnues , qui est la plus simple de toutes , il faut connaî- 
tre tes coefficiens eu nombres , ce qui montra combien les métho- 
des connues sont imparfaites. 

La note que nous publions ici 4 pour objet de donner l'expres- 
sion géuL^rale des racines entières d'une équation du premier degré 
à deux inconnue;, en fonction de ses coefllciena. Elle est extraite 
d'un mémoire sur la théorie des nonibres, présenté à l'Académie, 
royaU des sciences de Paris , et qui doit paraître dans le recueil 
des Savons étrangers. Notre méthode s'applique \ toutes les équa- 
tions indéterminées ; elle sert aussi à résoudre directement , et arec 
simplicité, les équations desquelles dépend la division du cercle , 
et à traiter beaucoup d'autres questions; mais ces recherches ne 
sont pas de nature à trouver place ici , et nous les réserrons pour 
une autre circonstance. 

Estant donné l'équation à une seule inconnne 

(0 *--i=o, 

'si l'on représente par P, , P^^ , P^„ , P^,, , ...^ les sommes des 
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puLesances b.'**', (n — m)**"", (n— 2/»)'*"", (n — Sm)'*^, ...«de seS 
Tacines, on aura 

A=i'^.=i*.—=:K.3«= ..... ; 

de sorte que , si r est ua multiple de m , on obtient P,=/n ; et , 
.dans lê cas contraire . on trouve P^^o. En exprioiaat les racines 
de l'équation (i) en fonctions circulaires , on aura 



. \ m ' m J 



\ 



+ . . . , 

+ (Cos. 1-^/— iSin. — i- 






> . 



Si l'on transforme le second membre , au moyen de la relation 
connue ( Cos.z+v/^Sin.i)"=Gos.az+v^^Sin.nz , et qu'on né- 
l^ige les .imaginaires qui, dans le cas actuel, doivent nécessaire- 
ment se détruite , . on obtiendra 



P^C» -Îîl+Cos. — +C«r. ^ +....+COS. ^ï^f^f „.+Cos. 
c'est-à-dire ; 



a(m — 0»» 
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(,) p.= s Cos. '^ = ^ 'r„, — - o. 



et la valeur de cette expression sera tn on zëro , suivant que le 
nombre — sera entier ou fractionnaire. 

On sait qu'e'tant propos<i de rfeoudre IVquaiîon ax+B=cy , en 
nombres entiers , il soSit de trouver une valeur a de j^ , comprise 
entre zéro et c, car les autres s'en déduisent en ajoatant à celle- 
là un multiple quelconque de r ; de sorte qu'on a , en général , 
j:=o^4^2 , z étant un nombre entier quelconque. 

Maintenant il faut observer que si , dans l'équation (s) , on fait 
n=aJ!+B , m^c, et que l'on donne à s successivement toutes les 
valeurs o, i , 2, 3, ....... c — i , on obtiendra l'intégrale 

r\ Cos. i:îîîî±^f Cos. 'i^f±^+....+Cos. "^■"•^^^- +-..+COS. 2Çf=!>ffî±^ 

qui aura pour valeur c répété autant de fois que la quantité 

a de valeurs entières , lorsqu'on y fait s égal à un nombre en- 
tier moindre que c; d'où il suit que la formule 



(3) ir|cos.«=±^+co,.îïï±?2r+....+co^ 



-t-.+cos."—"-'-^"! 



(*) Voj, entre autrei , V Introduction à Vanalist inJînitétimaU d'Eulér ,' tom. 
I , chap. XIV , D.* 360. 

J. fl. G. 
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eiprimera le nombre des soluiioos de l'équation ax-^h^=cy , en 
supposant qu'on né prenne pour x que des nombres entiers plus 
petits que c. 

Si l'on considère le terme général de la série (3) , on aura 
l'équation 

-— , , , ., Sin. — {b-{ac-'--a)isi—%\n. —(h — \o)vi 



dans le second membre de laquelle lè numérateur est toujours 
2éro ; mab dont le dénominateur ne peut se réduire à zéro que 
lorsque a et c ont un diviseur commun, pins grand que l'unité, 
puisque u est toujours' plus petit que r. Il résulte de là que , si 
a et c sont premiers entre eux , tous les termes de la- série (3) 
s'évanouissent , excepté le premier , dont la valeur se réduit h 



Mais fSia et £ ont un facteur commun g , on supposera a^=mg y 
e=ag , et, en faisant u=n , on obtiendra 

1 1=* ^ «(..*+»)» *'"• T C^^^^-ï fl)t»-Sin. ~ {h- -ip)» 

— 2 Los. ..- — :ic ,1 ■ Il • ■ I 



a((^-ai)^*~;a}w 



an^.Siû. — 

- ■ y ■■ 9 ■ ' 

Cette expression se rédt^} ^ -f, .en. »erUi de J'(ij;pothèse tf=ffl^. 
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On devra donc diiTérentier le nnin^rateur et le dénominateur par 

rapport & a , pour en avoir la valeur dëterminée , et l'oi^ trouvera 

Sin.2(i-4-flnfi"— 'i«) Stn.2(i— f«) — 

« g 



ingSva, — 



3(nf — 7) — Cos.2;i-)-an^ — ~d) — | Cos.a(i— -ja)- 

2.na. — , Cos. —^ 

$ e 

3ngm.CQ&.2(è—'\a) — Cos,a(i— î-fl) — 



angyt.Coi. — Cos. — 

Cos.fliw 



Cos.a r^~- -^ I — Cos. — • Cosjnvr-I-Siti. . Sm.miB-, 

_ y. a /g — e e 



ssCos. — , 
e 

Si, au lieu de prendre »=» y on lait, en général, v=m , « 
étant ub nombre entier quiconque, on trouve 

' » îr'/^ "+* ^ «*- 
— % Cos.a«/i. «=3Cos. î 

* «feo 'g 

et} comme le nombre n est compris ;—i ftns dans c—i , <^ pourra 
faire successivement es=o , 1 , 3 ^ 3 , .... g—t ; et la valeur de l'in- 
tégrale (3) sera exprimée ( dans le cas actuel , oh l'on suppose que 
a et e ont un commua diviseur ^ ) par ift série 
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i+Cos.— +C05. i^+....4-Co! 



dtmt la somme 

Sm.2 (è — \ r~ J«r+Sin. — 

aSin. — 
ë 

• ponr valeur gi lorsque -^ est un nombre eoderj et se réluit à 

téro , dans le cas contraire. 

De là résulte 1.* que l'ëquation ûx+isscy a toujours nue so> 
lutioo entière , et plus petite que c , lorsque a et r n'ont d'autres 
diviseurs communs que l'unité ; 

z.** Que si a et r ont un commun diviseur^, diff'érent de l'u- 
nité , qui ne divise point i , cette équation n'admet aucune solu- 
tion entière ; 

3.* Qu'enfin , si — est un nombre entier , on trouvera pour x 

un nombre g.à.e valeurs entières, plus pedtes que e, qui salis* 
feront & l'équation proposée. 

Puisque l'intégrale (3) représente le nombre des" solutions en- 
tières de l'équation ax-\-b=^xy , en prenant pour x des valeurs moin- 
dres que c, il est clair que la formule 

exprimera la somme des Taleois dé 'x ,. eotièiès et moindres quà 
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f, qui satisfont à l'équation (w4-^=rry, lorsqu'elle est r&oluble 
et que, lorsqu'elle ne l'est pas, cette intégrale se réduit à zéro. 

Nous avons démontré que , sï ^ et c ont un facteur commun , 
didérent de l'unité , qui ne divise pas è , l'équation ûx~^è^çy 
n'admet aucune solution entière, et comme, sî ce facteur commun 
divise aussi ^, on peut toujours le supprimer, il sera permis dans 
en cas , de supposer que a et ^ sont premiers entre eux ; et alors 
on sera assuré qu'il esiste toujours une valeur entière de j: , com- 
prise entre zéro et c , qui satisfait à l'équation dont il s'agit , et qu'il 
n'en existe qu'une seule, 

ActueUeraeiit, pour trouver cette valeur de :r , on considérer» 
le terme général de l'intégrale (4) > et on aura 

(5) -S x.Co&.2u-^^m 



Coi.^it(ea-\-h-~-a) — — Cos.2b(^-|-«) — 



^(aSi».-^.)' 



n faudra faire successivement u= i , 2 , 3 (r— i) , et ajonier 

au résultat le premier terme de la série (4) qui est 

t{e — I) *— I 



Puisque « et c sont preoiiers entre eux y et que u est pins pe- 
tit que £, il s'ensuit que le dénoQiûn&ur 3<;Sin. ■— — du s«con4 
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,, merultre de V^quaiion (5) ne pourra jamais s'ëvnnonir ; on obtien- 
dra, par coQs^^ueut^ eu faisant les réductions néqessaires , 

(c~-i)Sin.2u(h+ca — jtf) - — Sin.2aC*+7fl) - j 
Cos. 2u(l+ca—c) ~ — Cos.2a(^-Hï) ' l =^'"- — 

et partant 



Sîn.a(ii— ' fl) — Sîn^C^'— T'')~ Sin,2u(h—\a) — Sin.2((r— i)(i — ~a)- 

sSin.- 



» aSiiï.-^ aSiQ. aSin. 



«_- Sin.3ttf3— i (j) — 
«s ■ -i-T * ea . 

t . . 

Cette formule très-ùmple donne pour a la pins petite valear de 
X qui satisfasse à l'^uation ax-^-h^stcy t en nombres entiers; et 
toutes les autres valeurs sont exprimées par. l'équatiba x^a-^cz^ 
z étant un nombre entier quelconque. 

Soit proposé , ^ exemple , de rendre m nombres entiers , 
l'éqoation 

tm aura , en comparant & l'équation générale ajr-t*&=tf^ 
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<r=3, *=i, c=4 î 
et par conséquent 

«=« Sm, -— «=' Sin.3« — 

4 i 



Sin. — oin, — 5in, -— I 

oin. -■— oio. — SiQ. 1 

4 4 4) 

et toutes les valeurs de x qui résolreut l'équation 3x+i=?4/ se- 
routdoonée^pac l'équation x^i-^-^z y comme on le sait d'ûlleurs. 

La valeur ^e at peut , en général , se .calculer à l'aide des tables 
du sinus. Il est vrai que , par ce moyen , on n'obtiendra, le plus 
souvent, que des valeurs fractionnaires approcha; mais comme, 
d'après ce qui prëcùde ^ x ne peut avoir que des valeurs entières , 
on eu trouvera la valear exacte en substituant à cette valeur ap> 
procht-e le nombre entier le plus voisin. 

On peut observer que , puisqu'on a 

Sin.(2*— àj— Sirt.- 



Sin. Sin. — 



et que d'ailleurs 



* Cos. =—1 , 



1 pourra écrire '' ^- '■ 
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THEORIE DES CACSTIQDES. îoj 

'=1^1 r.Sm. î!îl^„,. =l+i=l(.+r Siu ^.Cot-i^l 

On pourra faire usage de ' cette Pipression , aussi bieo que de la 
pr^(5(lenie , pour résoudre Toquation proposée (*). 



OPTIQUE. 

Démonstration purement géométrique du principe 
fondamental de la théorie des caustiques ^ 

Par M. Gercoh.he. , 



A la page i4 du présent volume , nous exprimions le- vœu de 
pouvoir oflrir à nos lecteurs une démonstration du principe fon- 
damental de la théorie des surfaces caustiques paf' réfraction aussi 
simple que celle qui a été donnue par M. Dupin, pour tes Sur- 
faces caustiques par re'flexîbn. Un article de M. 'Timmermans, pro- 
fesseur de Mathématiques au collège rojaï de Gand, inséré ànik 
la Corfesponâance maihémalï^ue et physique A.\x royaum'e'des Payâ- 
Bas ( tom< I, n.' 6, pag. 336 ) , recueil éAcoré trop 'peiî' ré- 
pandu en France, nous met en situation de remplir ce Tccâ au- 
delà de DOS espérances. L'auteur tourne un peu court,!! e5t'vf'ai\ 



-r*- 



(*) Cet formules, étendue&k on nombre qvelcon^e (T^natiotti du pre- 
mier degré , ealre itn grand nombre d' f ddoq noeir-conplé terni en t 1k Wién- 
lifl eipoiée à U page i~47 dd Ul.* volttina dd pfèseaï'rioaetl. 
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et sa démonstration n'est relative qu'aux courbes planes ; mais il y 
a très-peu ù faire poitr l'étendre 'ans surfaces courbes, et pour, 
lui donner en même temps tous les déveloi^emens qui semblent 
lui manquer encore ; et tel est le but que nous nous proposons ici* 

Soient deux surfaces courbes quelconques , situées comme on Ton- 
dra , l'une par rapport i l'autre , maïs absolument fixes dons l'es- 
pace. Concevons deux sphèces concentriques , mobiles et variables 
de rayon , mais de manière pourtajit que leurs rayons conservent 
toujours entre eux. un rapport constant; et supposons que ces sphè- 
res se meuvent et varient de grandeur dans l'espace , de manière 
à être constamment st respectivement tangentes aux deux surfaces 
dont il s'agit; leur centre commun engendrera une troisième sur- 
face, dont il s'agit d'assigner les relations arec les deux autres. 

Supposons , en premier tieu', que les deux surfaces données soient 
des surfaces planes , que nous représenterons respectivement par p 
et p' ; il est aisé de voir qu'alors la troisième P sera aussi une 
surface plane , passant par l'intersection des deux premières. Soient, 
en effet, pour |ine situation et une grandeur' quelconque des deux 
sphères» M leur centre- commun ^ m i\ m' leu^poiuts de con- 
tact respectifs avec les deux plan^ ;» et/>'^de telle sorte que Mm 
et Mm' soient des rayons de ce» deux sphères ; rayons dont le rap- 
port est supposé constant. PaV ce centre M et par la commune sec- 
tion (des deux plans pei p' , soit conduit un troisième plan P , sur 
lequel ,soit pris arbitrairement un point M^ De ce. point soient 
_abaisséeq des perpendiculaires M,i», .et M,in', sur les plans p et 
p' i Cf^ perpendiculaires seront respectivement parallèles à Mai et 
Mm'. En daignant dànc par I le point oit la droite MM, rencoo- 
tte hi -conttmmfr sectioa-des trois plans p^p* ,9, on «ara 



tSni IM 


Mm' IM 
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Mm Mm* Miig. Mm ^ 

îâ,m\ ~~ M,m', • M,m', "^ Mm' ' 

donc, ai du point M, , pris pour centre commun , et arec les rayons 
M,m, et M,m', , on décrit deux sphères concentrii^ues ; ces sphè- 
res seront respectivement tangentes aux deux plans p ex. p* ^ et 
auront leurs rayons dans le rapport constant donn^ : elles ^ront 
donc une des situations de nos xieux sphères variables de situa- 
tion et dé graudear dans l'espace ; d'où l'on voit que tous les points 
M, du plan P seront des centres de tels systèmes de sphères : et 
il est de plus aisé de roir qu'ils le seront exclusivement à tous 
les autres points de l'espace. 

Supposons présentement que les deux «urftces fixes données soient 
quelconques ; désignons-les par J et x' ; et soit S la surface in- 
connue lieu des centres des ^sternes de sphères. Soit M , sur 
celte surface S , une des situations dé centre commun ; soient , 
pour cette situation ^ m et m' y respectivement , les points de 
contact de ces deux sphères avec les surfaces s et y. Pour un 
changement InGniment petit dans la situation de ce centre com- 
mun, et par suite dans la grandeur dès spbères', on: pourra subs- 
tituer aux deux soriaces s et s^ leurs pland tang^ns /* et p' en m 
et m^ i et alors , par ce qui a été prouvé c^-dessus , le centre com- 
mun M pourra être réputé se niouvoir sur' un plan P passant par 
l'intersection des deux autres. Ce plan P edt donc le plan tangent' 
en M à la sarface S décrite pas ce centre commun. Ainsi , dans 
toutes les situations du centre commun des deux sphères , les planl 
langens P, ;»,/»' aux' surface» S» ï».!'» aux :poînts M, m , m' , ' 
se coupent suivant une même droite ^ variable de situation comme 
le point M. 

Concevons , par le point M , un plan II, perpendiculaire k cette 
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droite , cette droite lui sera réciproquement perpendiculaire ; les 
plans P , p f p' t où. elle se trouve égalen»ent contenue » seront 
donc aussi perpendicnlaires au plan II ; d'où il résulte que les 
rayons M/n et Mnz' , perpendiculaires respectivement aux plans p 
et />' , et cons^quemment normaux aux surfaces j et s' ^ seront dans 
ce plan , et qu'il eu sera de même de la perpendiculaire Mn me- 
née , par le point M , au plan P » normale à la surface S en ce 
poinL 

Soit I le point où rintcrsection des trois plans P, p, p* est 
coupée par le plan II , et considérons ce qui se passe dam ce der* 
nier plan. On a 




Sm.nM/nc3Sin.mIM±= 

Sin jiMfl>^=Sin.nlM = 



m . 
Mm* 



iRâ 



dcme 



y Google 



DES CAUSTIQUES. Su 

Sïii<RMni Mm 
SiuM^lm' Mm' 

puis donc qne le second membre de cette dernière éqnailon est 
Supposé constant, pour tontes les grandeurs et situations du sys~ 
tême des deux sphères , le premier doit l'être également. La pro- 
priété caractéristique de la surface, lieu des centres du système des 
deux sphères , peut dooc être énoncée comme il suit : 

Si deux sphères concentriques , mobiles dans F espace , de rayon 
variable , mais dont les rayons sont bailleurs dans un rapport 
constant , se meurent de manière à être respectivement et constam- 
ment tangentes_à deux surfaces fixes données quelconques i le lieu 
de leur centre commun sera une troisième surface telle que si , 
de Fan quelconque de ses points ,on mène des normales aux deux 
autres surfaces , ces normales seront dans un même plan apec la 
normale menée par le même point à la surjace lieu des centres : 
en outre , les sinus des angles formés par les deux premières nor~ 
maies avec celle-là , seront respectivement dans le rapport constant 
des rayons des deux sphères (*). 

Si donc on suppose que la surface S soit la surface sépara- 
trice de deux milieux , ppur lesquels les sinus d'incidence et de 
réfraction soient dans le rapport constant des rayons des deux sphè- 
res ,*et que les rayons incidens soient tous normaux à la surface 
s , les rayons réfractés seront tous normaux à la surface s*. On a 
donc ce théorème : 

Deux milieux homogènes , d'un poupoir réfringent inégal , étant 
séparés Tun de Vautre par une surface de nature quelconque , et 
des rayons de lumière pénétrant de tun de ces milieux dans Vau- 



(•) MM. les Béditctenrs de la Corrftponâanet aTerlissent dans une noie , 
que M. Timmermans était en possession de ce théorème ,V avant d'avoir eu 
connaissance de l'article de la page 34S de notre W.* volume* 
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tre ; ii les rayons incidens sont dirigés dans f espace de manière 
à pouvoir être traversés orthogonalemeiU par une mime surface , 
les rayons réfractés seront aussi dirigés dans t espace de manière 
à pouvoir être traversés orthogonaJement par. une même surjace , 
et réciproquement : en outre , à chaque surface trajectoire orthogO" 
ncle des rayons incidens , il répond toujours une surface trajec- 
toire orthogonale des rayons réfractés telle que, de quelque point 
de la surface séparatrice des deux milieux que ton mène des nor- 
males à ces deux- autres surfaces , les longueurs de ces normales 
seront respectivement entre elles dans le rapport constant du sinus 
dincidence au sinus de réfraction. 

Il a d^jà é\.é observé plusieurs fois, et notaminent à la page 14 
du présent volume, que la rëfiexion n'était qu'un cas particulier de 
la réfraction , savoir: celui où les sinus d'Incidence et de réfraction nç 
difT'èrent qae par le signe ; donc , ce qui précède renferme impli- 
citement totale la théorie des surfaces caustiques par réflexion. 

Il a aussi été observé, page i5, que la théorie àes caustiques 
plane», soit par réfraction soit par réflexion , n'était qu'un cas par- 
ticulier de celles des surfaces caustiques : donc le peu qu'on vient 
de lire renferme Implicitement toute la théorie des caustiques pla- 
nes et surfaces caustiques , soit par réfraction soit {^r réflexjoD. 

Jetons présentement nn regard en arrière; reportons -nous par 
la pensée au point de départ des géomètres , dans la théorie - qui 
nous occupe; et mesurons rapidement J'espace qu'ils ont parcouru. 
Tschlmausen remarque le premier, en 1683 , la caustique plane 
formée par des rayons parallèles réfléchis dans le cercle , et se pro- 
- pose d'en rechercher l'équation. Ce problème, qui n'est plus «a- 
jourd'hui qu'un jeu , était alors fort difficile ; Il en donne une 
solntion reconnue fausse par Cassini, Marlotte et de la Hire , com- 
missaires de l'Académie royale des sciences de Paris. Cet essai in- 
fructueux éveille l'attention des géomètres sor ces sortes de cour- 
bes, que l'oa aperçoit bientôt devoir donner U véritable def J* 
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tous les mystères de l'opliqiie. Les Bernouilli , l'îlôpital , Carré et 
quelques autres en font tour-à-tour l'objet sp(?cial de leurs recher'- 
ches , et donnent des métliodes gône'rales pour obtenir l'équation 
d'une caustique plane quelconque, soit par réflexion soit par ré- 
fraction. 

Malus, en 1810 j s'occupe le premier delà théorie gp'nérale deS 
surfaces caustiques, et trouve quelques beaux tliéorèmes ; mais des 
erreurs de calcul , résultai presque iuévitable d'une analise trop com- 
pliquée, l'entraînent à dénier à ces ihéorèioes la généralité qu'ils 
comportaient réellement. M. Dupin ,■ en 1823, reprend la théorie 
de Mâlus , pour lut donner le complément qui lui manquait, et 
en 1833, d'une analise , également fort compliquée, ( Annales ^ 
tom. XIV , pag. 129 ) , nous déduisons la possibilité de rûmplacer, 
pour des rayons originairement normaux à une mime surface quel- 
contjue , Feffet d'un nombre qùekotupie de réfractons et de ré~ 
fiexions , soit par une réjraction soit par une réflexion unique. 

Des recherches relatives à quelques cas spéciaux ^ réflexiou et 
de réfraction ( Annales ^ tom. V. , pag. aSS, toni. XI, psg. 239, 
et tom. XIV, pag. 1 ), nous avaient conduits , dés 181 5, à soup- 
çonner qne , le plus scuivent , dês caustiques fort compliquées pour- 
raient très-bien n'itre que les développées d'autres courbes beau^ 
toup plus simples: en 1825 ^ M. Sturm , en caractérisant la courbe 
dont la caustique relative an cercle est la développée ( Annales , 
tom. XV. pag. 2o5 ), donne un nouveau poids à cette conjec- 
ture. Presque en même {emps , M. Quetelet publie , sur les caus- 
tiques planes , en général ( Mémoires de t Académie royale des < 
Sciences de Bruxelles, tom. III, pag. 89 ) , d'éléga>ts théorèmes, 
dont ceux de M. Sturm ne deviennent plus dès lors que des cas 
particuliers. Après avoir démontré ces thé(»èmes par i'analîsc ( tom. 
XV » pag. 34a ) , nous les étendons , et M. Sarrns , presque eu 
même temps que nous , aux surfaces caustiques, à la page i.'"- 
du présent volume; ou plutôt, nous donnons un théorème sim- 
ple et général qui rmfenne à lui seul toute I4 théorie des caos- 
Tom, XVI. 41 
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tiques et sarfaces caiisti(|uts , taiit par réfracliuii que par réfleston. 
Il restait seulement à désirer une démonstration simple de ce théo- 
rème , et Tuilà que M, Timmermans en produit une qui l'est à 
tel point qu'elle peut être introduite dans renseiguemcul même le 
plus élémentaire , et qu'on a seulement lieu d'être surpris que, dans 
l'intervalle de près d'un siècle et- demi > tant de géomètres aient 
réuni tant d'eilbrts et fait tant de dépense de calcul , pour par- 
venir fiualetnent à un résiikat qu'ils avaient, pour ainsi dire, sous 
la main. Sauf les applications , qui oÛriront toujours des dilTicul- 
lés pratiques , cette théorie peut être présentement regardée comme 
îoul-à-fait close ; mais il fallait passer par ces divers détours 
pour l'amener à ce point; car. en toutes choses, ce qu'il y a de 
plus général et de plus simple, à la fois, est d'ordinaire ce qui 
se présente en dernier lieu à la pensée. . Bien d'autres théories en. 
core attendent un semblable perfectionnement des efforts réunis des 
gi'omètres ; et iU ne sauraient servir plus utilement la science qu'en 
dirigeant leu^i méditations vers un objet aussi important. Au point 
oii nous sottimes parvenus aujourd'hui , nous avons , en effet , 
l>eaucoup moins besoin de créer de nouvelles théories que de ré-i 
duire à leurs moindres termes , s'il est permis de s'eiprimer ainsi , 
les théories déjà connues. 
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GÉOMÉTRIE DES SURFACES COURBES. 

Démonstration dune propriété générale des lignes de 
contact des surfaces courbes asfec les sur/aces coni- 
ques circonscrites ; 

Par M. F. Vallès , élève à l'Ecole royale polytechnique. 



Uans tous les traités analitiqaes -des snrfaces da second ordre , 
on démontre que la ligne de contact de ces sortes de surfaces 
avec la surface coniijue circonscrite est une cevrhg plane ; mais 
cette proposition n'est qu'un cas particulier d'une proposition plus 
générale que nous allons démontrer , et qu'on peut énoncer comme' 
il suit : 

THÉORÈME. La ligne de contact d'une surface d'un ordre 
quelconque avec la surface conique circonscrite , appartient tou- 
jours à une surface dun ordre inférieur. 

Démonstration. Soit une surface d'un ordre quelconque à la- 
quelle on ait circonscrit une surface conique , ayant son sommet 
situé où l'on voudra , par rapport à cette première surface. Soie 
pris ce sommet pour origine des coordonnées , auxquelles nous sup- 
posons d'ailleurs une direction quelconque. Les équations de l'un 
des éléipens de la surface conique seront de la forme 

x^Mz , y=Nz ; 

et , pour quFtette droite ne puisse pas être une quelconque des droi- 
tes menées par l'origine , il seta nécessaire qu'il existe entre M 
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et N ane certaine relation que nous représenterons par IVquatt(Hl 

dans laquelle mettant poQr'Jlf et N les valeurs données par les 
4eux équations précédentes » on obtiendra » ponr l'équation géné- 
rale , des surfaces coniques a^'ant leur sommet & rvigine 

équation qui, r^Ine par. rapport a — deviendra 

dans laquelle f désigne une fonction tout-i-fait arbitraire. 

Les deux diflërentielles partielles de cette équation , prises tour- 
à-tour par rapport k x ei y^ sont 

OÙ ^ et f représentent , i^ l'ordinaire t les deux coe fficiens différen 
uels partiels "jr > 'J~' 

En multipliait ces dernières . équations en croix et réduisant , 
on obtiendra » pour l'équation diflerentielle partielle générale d^ 
surfaces coniques qui ont leur sommet à l'origine 

ou bieu en développant, réduisant et divisant par z , 
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«=?w+«r , (0 

C^la poié f tapposoiM que la surface à laquelle cette surface co- 
nique est circonscrite soit de l'ordre m , et soit soo équalioA 

aes deux Rations différentielles partielles seront' 

er , si l'on veut que la surface conique lui soit circonscrite , il fau- 
dra qu'en leurs points communs elles aient le même plan langent 
et qu'on ait conséquemment 

^ - Je _ 

ce qui changera les deux équations différentielles partielles en cel- 
les-ci 

Elîmioant donc /> et ^, entre les Ajaatïons (i) et (3), on ol^^ 
tiendra , pour une des ëquàùons de la ligne de contact des deux 
Mufaces 

tandis que l'autre ^nation de cette même. ligne sera .évidemment 
l'éjuation (a). . . , • 
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. Mais <}uand une ligne est donnée dans l'espace par les équations 
do deux surfaces , dont elle est l'interseclion , elle est tout aussi 
Lien donnée par l'intersection de l'une de ces surfaces avec une 
autre dont l'équation serait une combinaison quelconque des équa- 
tions de ces deux-là. Tout se réduit donc à prouTer que, de la 
combinaison des deux équations 

dr df or 

on peut en déduire une troisième d'un ordre inférieur h l'ordre m. 
Pour cela représeutoos généralement par 

un quelconque, des termes de l'ordre m de l'équalioa ]^:=o , «et 
^ pouvant aroir toutes les valeurs posriives possibles , depuis zéro 
jusqu'à a+^=m. Les dérivées successives de ce terme, par rap- 
port à Jf i y , z seront respectivement 

*-i *"in-«-* fl V ■ '-' ra-«-^ . a\ A ' ^ m-g-l^t 

aAx y z , pAx y z , (m— a— p)/fjr y z 

Pour savoir ce que ce terine produira dans l'équation (4), il fau- 
dra prendre U somme des produiu de ces tcoîs- dérivées par a y 
y et z , ce qui donnera simplement 

mAs,y z , 

c'est-à-dire , ce terme lui-même multiplié simplement par m. Quant 
aux termes des ordres, inférieurs, contenus dans Véquatiou K=o , 
il est manifeste qu'ils n'introduiront que des ternies d'ordre inférieur à 
m dans l'équation (4) > de sorte que cette équation contiendra touï 
les termes de l'ordre m de rétpiatîon Fsso, multipliés simple- 
ment par «}■ 
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Donc , si de cette équatioa (4) on retranche le produit par m . 
de l'équation V=o , tous les termes de Tordre m disparaîtront de 
r^qualion résultante , qui sera ainsi une équation d'un ordre in~ 
férieur à m ; mais ce sera aussi l'équaùon d'une surface qui con- 
tiendra la ligne de contact de la surface conique avec la «urface 
de l'ordre m à laquelle elle est circonscrite ; donc il est vrai de 
dire , comme l'anoonce le théorème , que cette ligne de contact 
appartient à une surface d'un ordre inférieur à celui de la surface 
à laquelle la surface conique se troure'Circonscrite. Donc, en pai*- 
ticulier, cette ligne de contact est une courbe plane, si la surfact 
conique est circonscrite i une surface du second ordre. 

Cette proposition étant indépendante de la distance du sommet 
de la surface conique h ta surface k laquelle elle se trouve cir- 
conscrite , elle aura lieu également lorsque ce sonAnet en sera xa*^ 
finiment distant. Notre théorème condnit donc à ce corollaire. 

Corollaire. La ligne de contact d'une surface d'un ordre quel- 
conque avec une surface cylindrique qui lui est circonscrite appar- 
tient toujours à une surface d'un ordre inférieur. 

Par des raisonnemens et des calculs' analogues , ou - démontrent 
le théorème suirani : 

THÉORÈME. Les points de coaéâiri d'une courbe plane dun 
ordre quelconque avec toutes les tangentes qui peuvent lui être me- 
nées dun même point quelconque de son plan , sont tous situés sur 
une courbe dun ordre inférieur au sien. 

Démonstration. Soit pris le point d'ofr EOitt ' issues' toutes Tes 
tangentes pour origin« de» cdbrdoimé» , ^Ux^uélle» nottp su}»pt»e- 
row d'ailleurs uRe direction Quelconque ,- -et soîi ailors- '' ' 

) I. . . ■■..■■'■. \ ■ 

l'équation de la courbe dont il s'agit , que nous supposons de l'or- 
dre m. Toute droite menée''par Torigine aura une équation de ta 
forme ■'.•"■ ' - 
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y=Mx; (2) 

mais en différentiant l'^ation de la courbe dont il s'agit , cm 
obtient 

d« ■*" 57 â^ ^°' 

Afin donc que la droite menée par l'origine lui soit tangente , il 
faudra qu'on ait 



ce qni donaeia 






Aimtnant dohc M entre les équations (a) et (3) , on obtiendra , 
pour l'équation d'une courbe qui contiendra tous les potnu de con- 
tact 

'î^-^^J^=°• (<' 

Cette équation, comtnnée arec l'équation {i); donnera les points 
de coatact dont il s'agit. 

Mais , quand des points sont donnés sur un plan y par l'intersec- 
tion de deux courbes ^ .ils sont tout aussi bien donnés par l'in- 
tersection de l'une d'elles arec une antre dont l'équation serait une 
combinaison quelconque des équations de ces deux-U. Tout se té- 
duit donc à prouver que , de la combinaison des deux éqnatioos 

rj- AF , AV 
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m ea peut déduire aae troisième d'un ordre iaferwur h m. 
Or> soit représenté généralement par .... 

KR quelconque des .'termes d^< Tordre, m de l'tTqufttioD ^:=o» ac 
pouvant avoir toutes les valeurs positives possibles , de zéro à m ; 
les dérivées de ce terme. , par rapport à. j; et _^ seront, respectïve- 
Hient ' 

aAx y , {m—(x)Ax y . 

, En jH^naïkt k aoDHoe de leitrs produits par x et j , le résultat 

mAx y , 

sera ce que ce terme aara'fournj, daii& fa forroatîiHi' Je l'équa- 
tion (4) ; et , comme it est manifeste que les termes des ordr«s 
iafécieurs, cooteDH& dans féqnattbn f^sao , n'introduiront qne àx% 
termes dTordre ipfiirieiir à »>» datU l'équation (4) ; il s'ensuit que 
lieUe' équation ' (4)' contiéndc» exactement Ions les- temes de l'ordre 
m de l'équation ^aso-, multipliés simplement par nn 
. Donc, BÏ y de cette équation (4) > oo retranche m fois féqnatîoB 
Ksoi.tous les termes de l'ordre m disparaîtront de l'équation ré- 
soltante , qui sera conséquemmcnt d'un ordre inférieur ^ m ; mais 
wpera l'équaùoa d'iipe- courbe qui contiendra tous les points, de 
contact:} diOBG , comme l'anoonoe le théorème , ces points de contact 
sont, sur une courbée d'un< ordre inférieur à celui de la. proposée^- 

, La théorèine ne devant paa cesser d'avoir lieitlorsque le point 
d'où les tangentes sont issues se trouve infiniment distant de 1» 
coudx^ proposée , il en résulte le Qorollatre suivant : 

, Corollaire. Les points de contact d'une courbe plane, d'un or-» 

4fe quelconque avec tontes, ses- tangentes paraître à una dceite fixe ^ 

Tom. Xri -ia 
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sitoëe d'une manière quelconque sur son plan » «{^uUennent ton* 

JOUIS à one autre courbe d'un ordre ioférienr an sien. 



GEOMETRIE PURE. 

XJaages de la projection slérépgrahitjue en géométrie ; 

Par M. G. DAHDELiif , officier du génie , Professeur à Liège , 
membre de l'Académie royale des sciences de Bruxelles. 

( Extrait ; par M. Gergonse. ) - • 



ôi f. ayant tracé » sur ane hémbphère y une fignre quelcooqae , ott 
Élit de cette figure une perspective telle que le plan du tableau 
soit le plan du grand cercle qui termine l'hémisphère et que l'otîl 
soit situé à celai des deux pôles de ce grand cercle - qui se triïnTV 
situé dans l'be'misphère opposée ; cette perspective sera ce qne l'on 
appelle la projection atéréographique de la fignre originale. 

n paraît que , dès le temps de Ptolémëe , on connaissait déjà les 
deux principales propnëtA de cette sorte de pi<o}ection , lesquelles 
consistent i." en ce que les projetions des cercles sout «Ues-mémes ' 
des cercles ; 2.° en ce que les projections de deux 'cerdes qiû'se 
coupent se coupent précisément sous le même angle que ces cercles 
eux-mêmes. 

On trouve dans le XI.* volume du pr&ent recueil (pag. iS3 ) ^ 
une démonstration énalltiqne dé i%5 deux propositions ; msb cette 
démonstration est utf peu longue ; et en conséquence nous croyotis 
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(aire nne cliose agràible & nos lecteurs en lui sabstitoant ici 1'^ 
l^gante d^monstradon de M. Dandelin , qui n'exige absolument nî 
construction ni calcul< 

L- Soient d'abord menées , par un même point de l'hânisphère des- 
tinée an tracé des figures originales , deux tangentes quelconques 
à la sphère; et examinons par' quelles droites ces deux tangentes 
seront représentées sur le tableau. Pour y parrenir , concevons des ' 
plans par l'œil et par les deux tangentes ; ces plans conperont U 
sphère suirànt deux cercles qui auront pour corde commune la 
droite menée de Toeil au point d'întersectîon des deux tangentes ; 
laquelle droite percera -le tableau au ' sommet ' de -l'an^ formé par 
leurs ' projections ; et les' intersections des plans de ces deux cercles 
arec celui du tableau seront éridemment les per^>ectiTe9 de ces mê- 
mes tangeutes. 

Par l'œil soient menées des tangentes à ces deux cerdes ; les- 
quelles sont aussi tangentes à la sphère ; elles seront , ^bmhie tel- 
les , parallèles au plan du tableau , et par suite parallèleij'^libf pers- 
pectives des deux premières ; elles feront donc entre elles un an- 
gler égal à celui de ceis perspectives; mais elles feront aussi évi- 
demmeot entre elles un angle égal à celui des premières tangen- 
tes; puisque les" unes et les autres sont menées aux deux extrémi-' 
tés de la corde commune aax deux cehJes ; donc aussi les pers- 
pectives- des deux premières tangentes font entre elles un angle égal 
à celui de ces tangentes elles-mêmes. Ainsi, ies projections sUréo~" 
graphiques de deux tangentes en un mime point de la sphère se 
coupent sous h même angle que ces deux tangentes ;' élies sont 
donc rectangulaires si ces tangentes le sont elles-mêmes. 

De là il est facile de concinre i." que les projections siéréo- 
grapfaiques. de deux courbes quelconques tracées sur la sphère se 
coupent sous le même angle que. ces courbes elles-mêmes ^ et sont 
ciJdSéqaemment tangentes J'une à l'autre , si les courbes originales 
le sont elles-mêmes ; a.' que , par suite , la pfojecûon stéréographi- 
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que d'une figure àe petites dimensions trac^ sur la sphère appro-. 

clie d'MLUnl plus de loi être semblable que eeue figure a moins 

d'étendue. 

n. Concevons présentement que » sur t'hémis|>hère destina au 
tracé des figures , on ait tracé un cercle quelconque; et ezanii-- 
nons par quelle courbe il sera représenté sur le tableau. Pour y 
k parvenir , conceTons qu'on ait circonscrit à la sphère un cône qui 
la touche suivant le cercle dont il s'agit; soient C le sommet de. 
ce cûne , M. tw quelconque des points de la ligne de contact et 
- T la tangente au cercle en ce point ^ laquelle sera aussi uoe tan- 
gente h la sphère. L'élément OS. du cône est également une tan-' 
gente & la sphère au point M , et. ces deax droites sont perpendi- 
culaires l'nne à l'autre:. Donc ( I ) leurs perspectives sur le tableau, 
doivent aussi être perpendiculaires l'une à l'autre. 

Soient respeaivement C ,W , T' les perspective^ des deuï points 
C* Mj,et,fle la tangente T; la droite C^M' devra donc être per-, 
pendic^^i^e à la droite T' , quel que soit d'aillefirs le poiiits M [ 
sur la circonférence du cercle dont il s'agit. Mais la droite T' est 
évidemment une tangente en M.' à la perspective de la cireonfé-^- 
rence de ce cercle ; donc C^' est une norrpale à cette même pers- 
pective au point M'. La propriété caractéristique de la perspective., 
de la circonférence du. cercle dont il s'agit eal donc de couper or- 
tbogonalement toutes les droites tracées par le point C' sur le plan 
du tableau ; propriété qui ne saurait appartenir qu'à un cercle 
qui a son centre en C. , 

Ainsi, ia projection sUrèograpMque de tun (fuelconque ^des cer- 
cles de la sphère est un autre cercle dont l^ centre est la projes- , 
tiqn du sommet ^u.côpe qui touche /« sphère saiyant le cercle dont 
il s'agit. . ' ; , , . . r. 

m. Après ayoir ainsi démontré les propriétés les plus saiUantet . 
de la projection stéréographiqae^ Hl, Dandeliu applique ce node 
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ât projectiota & la démonsliïitioii d'uo grand nombre 'de. tUéocèmes de . 
géométrie plane » & peu près comme on y avait employé jusqu'ici \& 
perspective ordinaire. St' méthode comisUi, en général., & disposer, 
la- figure à laquelle se rapporte le théorème qu'il s'agit de i^émoïi- 
trer , sur le plan du tableau , de telle sorte qu'elle devienne la 
projection stéréographique d'une figure sphérique dans laquelle le 
théorème analogue soit manifeste. Né pouvant ici le suivre dans 
ses développemens , nous nous bornerons à citer, comme modèle, 
la manière dont il démontre les importantes propriétés dés hexa- 
gones inscrits et circonscrits au cercle. 

1 .* Soit mi liexagoue quelconque circonscrit au cercle , et con- 
cevons une sphère dont ce cercle soit une section plane quelcon-' 
que ; soit circonscrit à cette sphère un cône qui la touche suivant ce 
cercle; par le sommet du cône et par le point où se coupent deux' 
diagonales joignant des J6tâtnets opposés' de l'hexagone , soit conduit 
une' diroite'qui percera U sphère en deux' points. Plaçobs* l'œil à- 
celui de ces deux points qui est le phxs distant du soinmet dii' 
cône ; le tableau étant d'ailleurs disposé comme l'exige 1& projec- 
tion stéréographique. La projection de la figtire sera évidemment 
( II ) un hexagone circonscrit à. un cerde'c^ui aura sob centre à- 
l'intersection des diagonales joignant deux couples de, sou^metsipp- 
posés ; or , on démontre très~fiicileipeat qu'^alocs la diagonale joignît(i,tt 
les deux 'sommets opposés restans pas&ç ^ussi p^, le (^i^re. ^j^, 
diagonales joigoant les sommets opposés de U projection passent dpnc,.. 
tontes, trois par le même point ; il doit donc, en être de n^oïke,. 
dans la figure dont celle-là est la projection.. ,.,. , ;; , ., 

Le théorème de M. lîrianchan ainsi dértontrél, dtt-'ién 'dé^i^a^x 
sèment celui de Pascal , à l'aide de la théorie des pôles ; mais M 
Daiidelin a préféré le 3ém6nfrér~dîréclèmêm c5nmfê"*îr5tiîr:'~"~~" 

Soit un hexagone quelconque inscrit i un cercle , et concevons 
nne sphère dont ce cercle soit une section plane. , Soient', A , B, , 
C les trois point? de concours ^ej directions ,^escdt& opposésjle 
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l'hexagone ; par la droite AB y rnéDons du câté opposé à l'hexa- 
goné un plaa taagent & la sphère , et plaçons l'oeil au point de con-' 
tact i le plan du tableau sera alon parallèle au plan tangent. 

Or , il est connu et d'ailleurs très-visible que , lorsque deui droi- 
tes originales Tant concourir en un des poinls d'un plan parallèle 
an tal)leau- conduit par l'œil, leurs perspectives sont deux droi- 
tes parallèles et réciproquement ; donc les perspectives des côtés de 
l'hexagone qui concourent eu A « ainsi que les perspectives de ceux 
qui concourent en B seront des droites parallèles; donc la pers^ 
pective de la figure sera un hexagone inscrit k un cercle j dans 
lequel deux côtés seront respectivemeat parallèles k l#drs opposés. 

Or, il est très-aisé _ de démontrer que, dans un tel hexagone , les 
deux côtés opposés restans doivent aussi être parall^es ; donc la 
perspective de la figure sera un liesagoQ^^pscrit ik'un cercle, dans 
lequel les côtés seront tous parallèles à le^ opposés ; d'où il suit 
que les points A , B , C 4f la %iirCj originale doivent être tous 
trois sur le plan tangent k la sphère conduit par l'ueil ; et , comme 
ils sont d'ailleurs tous trob aussi dans le plan de t'hbxagooe, il 
s'ensuit qu'ils appartiennent tous trois à une même ligne droite (*). 

M. Dandelin parvient A)(;ore , par la même voie , à la construc- 
tion que nous avons dona^ pour la déterminatiou du cercle qui 
eh touche iroii auties sur tin plan (**). Il est seulement à Regret- 
ter qu'il s'y appuie sur une formule de la théorie des traversâtes ; 
attendu que la prééminence des méthodes du genre des sinus devrait 
tenir essentiellement i l'absence de tout calcul. Mais ce qn'il a 
£ùt jusqu'ici uow garantit Suffisamment qu'il ne lui sera pas dif- 



(*) On peut coniolter tar le mSme Sujet la ptge 38i da JV.* Totom* 
da prêtent recoeil. 
(••} Voy. *oiô. VII, pag. aSg , èl tom. XIII, psg. igl 
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ficile de remplacer l'emploi de cette formule par quelcpieft-mies de ces 
considérations parement géométriques qui lui sont ù familières. 

Quant i nouv^ quelque plaisir qne .noos ayons à faire coonai-* 
tre à nos lecteurs ks élégabtes recherches de M. Dandelin, nous 
désircMis sincèr«m«it que le recueil périodique dus lequ^ il' en 
consigne les résultats soit assez répandu en France pour que nous 
puissions nons dispenser è l'avenir de les entretenir des choses in- 
téressantes qui s'y trouvent conieoaes^ et nous borner ï en 'fain 
à nous- même notre profit. 



<2UESTIONS PROPOSEES. 

Problème de dynamique, 

\Jh suppose que des points fixes , au nombre de n , distribua 
uniformément sur la circonférence d'un cercle , exercent , sur tout 
ce qui les environne une jiuuclion -oniquement fonction de la dis* 
tance , et par conséquent d'ane même intensité pour tons ces points , 
lorsque la distance est la même. On suppose que ce cercle, tour- 
nant d'un mouvement uniforme, sur sou centre immobile et dans 
son plan , entraîne avec lui les points attirans dont il s'agit ; et on 
demande quel mouvement leur action engendrera sur un point mo- 
bile extérieur > situé dans le plan du mouvement ? 

Problèmes de géométrie, 

U UnfilpazUietneatyfleiifiltf vu ^in<éxMiï^leW àpi^qnë WrU 
surface d'un cône droit, de manière à suivre exactement 'les cir^- 
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cuDTolatkios. d'une spiralfr. conique qui s'y tron're tracée (*-)', et ft 
se.tecminer ail sommée dû cône. On suppose que 1*0» développ* 
ce .fil-, en te 'maintenant coDstammént' tangent k la s^irale't oa 
demande qndle courbe d^rica san extrémité dana l'espace? . 

IL: Suivant quelle courbe ua.fîl parfaitement flexible et îoexteiK 
sible- 4(ùt-it être roulé sur la surtace d'un cône droit , pour qa'ea 
le .dévploppaot, comme il rient d'être dit, son extrémité lie sort» 
ptb.idu; plan, coaduit pat (e sowmet du cÔAe , perpendiculat/e_ 
ment à son axe ? et quelle courbe décrira alors, cette extrémiié sur. 
ce plan? 

Iir Qiif' fist r tiu le .plaa-dfr la hase, supposj^ ellîpti^e » d'un 
cône oblique quelconque , le lien géométrique des points de contact 
de toutes les ellipsoïdes qui, touchant cette base» sont eu mém& 
temps inspHtei ^i( k.sar^é coBiexe du.' cdQ4 ^\' 



■SJ^LT^lwnub _ ., _ . . ,,. ... ■,,,,1 ,,, ;;. -;. , i,.i 
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ANALISE TRANSCENDANTE. 

Essai sur un nouveau mode dexposition d&s princi/KS 
• du calcul différentiel , du calcul aux dijférences et 

de V interpolation des suiles , considétées comme dé' 

rîi^ant dune source commune f 

Par M. Ampère , àe rAcadémic royale des sciences <îe 
Paris , de celles d'Edimijourg,, de Cambridge , de Ge- 
Dëve , etc. , Professeur de physique au Collège de France*- 



r. LjE calcul difir<frendel » lé calcul ànx dîlTéreoces et les diverses 
méthodes d'interpolation reposent également sur un petit nombre 
de formules générales, applicables à toutes-.les fonaions^ et qu'on 
n'a démoalcées j'usqu'ici que pat des considérations souvent, com- 
pliquées', presque toujours diéduites de principes éloignés , ou d'in^' 
ductions de nature à laisser des doutes sur leur généralité. On 
remarque surtout , dans l'exposition de ces diverses branches d'a- 
nalise, une Tarlélé de procédé et db raisonnemenS qui ne laisse. 
que difficilement apercevoir leur liaison réciproque , , et l'identité 
des principes dont elles- ne sont, pourtant , en quelque sorte , que. 
des traductions variées. 

Frappés de ces considérations , nous avons pensé faire une chose 
qui pourrait intéresse! les géomètres ,. en déduisant toutes ces di- 
verses formules, de quelques théorèmes. noûVcaUx' ou peu connus, 
Ton. XFJ^B." XI, i*' mai 1826. 45 
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que noQS démontrerons d'abord , et dont il nous suffira ensuite dé 
traduire les énoncés dans l'algorithme reçu , relatif aux divers cas 
particuliers, pour en voir (^clore* d'une manière tout-&-fatt natu- 
relle , les formules connues qui répondent à chacun d'eux. 

2. Soit (t nue fonction de jr de forme quelconque^ de manière 
que fa , îb ,fc , .... soient respectivement ce que devient cette fonc- 
tÎQQ , lorsqu'on y fait « tour-à-tour , x=:j , x—t , x^c , ... Soieot 
posés successivement 






ffl-r. 


=f.(<. 


.i) 


k-ti 


= f,(« 


.<■). 


li—lt 


asi 




-f,(«, 


«_ _ 


=/.(",* 


.'). 


Ufl_ 


d—b 


^ 



f.(«.»,'')-f.(«.«.<)_, , , J, 



Les fonctions f , , f . , f, , .:.... sont ce que nous appellerons à l'a- 
venir les /onctions inierpoîaires des difierens ordres des quantités 
â , h ■, c, d , 

3. La première remarque que nous ferons au sujet de ces sor- 
tes de fonctions, c'est qu'elles sont toujours symétriques, dé telle 
sorte qu'on y peut intervertir , comme on voudra' , l'ordre des" élé- 
iiietiia th',c,d y ^.i. qui concourent à leur formation» sans' qu'elles 
en éprouvent aucun changement. En e0iet , on a , en premier lîeu ^ 

-. ,. B— fi» Cl , f* ' ' 
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fonction (îvîiietnûient syinélriqu* en a et i, et on ponrraît eu dire 
anmnt de toutes les fonctions iolerpolaires Ji deux lettres oii. d^ 
premier ordre. 

Oa aiira doiiC; senil>lableiBeDt , 

,, , fi» fe 






mettani donc pour ft,(a,h) et (Jji,s) les valeuts ei-dessas , i£ 
TÏtindra 

OU , ea réduisant à uae seule tes deux fjractîons de même numd- 
xateur^ 

fonction également sjmdtri^e » et on démontrerait lia même chose* 
de toutes, les fonctions iaterpolaires & trois lettre» , oU' du second 
ordre. 

On poiu-rait , par des traHsCormatlons analogues , étendre pro- 
gressivement le même principe aux fonctions interpola ires des or- 
dres supérieurs- ; mais , aifîn . de ne pas nous borner à une simplr 
induction , à lYgard d'uu principe ^i est fondamental , (fens la- 
théorie qui Dous occupe, prouvoDs ^e , si la symt^trique se. sou- 
tient jusqu'aux fonction^ du (n—- 1)'*", ,ordr«!, iuckiSLyemeBt , ell^ 
aura Ueu également j>oih- eeUes du o.^* 
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Supposou donc que, pour les o lettres o,hfC, ....^,^,r, on 
ail trouvé 



H -^ — 

•^ (4-oX»-') (4— »)(»-r) 

t.('>,*,';,."i.^,^r)=^ + J ; 

+ : s 

+ —t 

d— o)(r— *) — (r—pitr-t) 
s aurons semblableilieat 1 pour les n lettres athtC,„^p,^jS , . 



U..(.,i,',~P,1,')-= 



(a— i)(fl— c)...„(a— ^)Cii— j) 
Bj 



f» 



(,-.)(,-*) (,_,)(,_) 



(«-•)(.-») (l-JiX>— «) 



fonctions qui sont s/métiiques l'une et Tantie. Mais , en Tertn de 
la définition des fonctions inteipolaîres , on a^ pour là n+i let- 
tres tf, 3, £^....« y^r^j. 
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f-i(fli*i^> — p»yt'') , t.-.C«i,6,c p,?,ï) 



il viendra donc» en 5n1>stituant , ■ 



(«-i)C.-<J....(o-j)C»— r) (■i-4H"-«V.(«-«)('"-:<) 



<J-«i)(4— «)j_.(i— })(4— r) . *-oX4— <)..,(»— })(J—i> 



(j-«)(f— »)....(}-j.X?— »■) (f— "K?-*)-(?-y)<«— O 

6 



; + ; 



eù } «a rëdoùant à one seule les fractions de même numérateur y 



t,(«,i,t,.."/' ■?.')= 



g 



+ 



, »—•)(/— 4M'^-fX'~'> 



e— •)(»—»).-.(■— »)(»-!•) 
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fooclion également sjmi^lrique. Il demeure donc ^bU par li one, 
51 ta syraélrie se soutient jusqu'à l'emploi de la n.'*" leltre-j in-, 
clnsirement , elle aura lieu encore après rintroduclwn de la («4-1)'"",, 
quel que «oit n ; puis donc que cette sjm^trique a lietu eo effet 
pour des fonctions interpolaires lotméis de deui et de trois let- 
ices , il s'ensuit qu'elle doit être reg,aidée comme im fait aoaliT 
lique g^énéraieineDt démontre. 

4. D'après le mode de génération des fonctions iaterpotatres,.i:l 
existe une relation fori simple entre Jeun d'entre elles de même 
ordre , ne différant l'une de l'autre que par un seul des éLémeuft 
qui i«& composent. Fuisqu'en efTet oa a 

on ea conclbra 

On peut paiement obtenir aoe relatîoa très-remarquable entr^ 
trois de ces fonctions interpolaires db même ordre, iie diffî^raitt 
que par l'exc^ision donnée tour-i-tenr à une lettre ^ sur trois 
d'eutre elles. On a en effet , ]»ar k fornuile (1) 

d'où , en retruichant 4n produit de' ta première pat f— c le- pro- 
duit de la seconde par »^~i et réduisant ^ 
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iarmule que l'on retiendra facilement dans sa mémoire , en i^mar- 
qaant i.* que la somme des trois coefBcieua binômes est nulle ; 
s,** me la lettre qiii manque dans cKacna de ces coefSctens est 
•iissi eelle qui manque dans ta fonction qu'il multiplie. Remar- 
quons, an surplus , que , bien que nous ayons supposé qu'il s'agïs- 
«ait des trois premières lettres. Je théorème n'en demeure pas moibS 
ftabli généralement pour trois lettres quelconques ; puisqu'à Cause 
de U symétrie des fonctions înterpolaires, on peut toujours ame- 
ner ces trois lettres à être les trots premières. 

S. Les fonctions înterpolaires des diQ'érens ordres sont , comme 
l'on voit, complètement déterminées, tant que les âéine&s a,d^, 
•é,..^ dont elles se composent sont tous dtfiéfens les uns des au- 
tres; mais, si -tons ou partie d'entre eux sont égaux , il arrive 
que toutes ou partie des fonctions f,,f„fp.... , qu'il faut succeS" 
sivement calculer , pour parvenir à la valeur de iJa,b\Cyd, — .)' se 
présentent sous la forme ^. Or, on sait que , lorsqu'une fonction 
quelconque , ^ui n'est susceptible que d^une valeur nuique , se pré- 
sente sous celte forme , en vertu de l'égalité de deux des élé- 
mens p ^ ç dont elle se compose , trois cas seulement peuvent 
se présenter.' i.^ Il peut arriver que la différence p-r-^ décroissant 
indéfiniment, la fonction décroisse aussi iadéCniment , de manière 
à pouvoir devenir moindre que toute grandeur donnée ; ce qu'on 
exprime en disant ' qu'elle devient nalh quand p=:ç i 2.° il peut 
arriver, an contraire, que la différence p — ^décroissant indéfini- 
ment , la fonction croisse indéfiniment , de manière à pouvoir sur- 
passer toute grandeur donnée ; ce qu'on exprime en disant qu'elle 
devient infinie , quand p=f ; 3w* enfin il peut se faire que p — a 
déertHïsaut indéfiniment, la fonction ne décroisse ni ne croisse in- 
définiment, mais senlement de manière, & tendre sans cesse vers 
une grandeur constante , vers une limite finie , dont elle pourra 
différer de moins de toute grandeur' doMiée>. en- prenant p-^ 
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d'une petitesse suffisante ; et alors cette limite fiifr sera dite la yâ- 
leur de la fonction qui r*?pond /»=:y. 

Or, nous allons voir qu'à l'égard des fbnctiens interpolaîres^'cc 
tfeisiîime cas est, géh^raleme»! parlant , le seul qui puisse âvotr 
lieu , ou ^ en d'autres termes , qu'en général ces sortes de foncûons 
ne sauraient jamais devenir nulles , par l'èfifet de L'égalité de' toas 
ou partie des- élémens dont elles se composent. 

Pour le prouver , îmaginons qu'on partage l'interralle h — a en 
un nombre arbitraire m de parties égaies; posons, pouc abr^er, 
h—^^t, et soient 

nom aurons (i} 



ea ajoatam y réduûaiir et se reppelàor que (t) 
il TÎmdn f m. dÏTisant par ^^. . 
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iJf^A^'^)=- 



337 



(3) 



c'est-à-dire gnc f„(a,3^^,^..) est la laoyenne arithmétique entre 
toutes les autres foactïons îaterpolaires du même ordre déduites de 
celte-là, en y mettant sticcessivetneat a et a , , u, et a, , d, et 

ff j, , «,., et i , en place de <j et j. , 

Il suit de là qu'excepté le cas ou tontes les fonctions dont la 
somme divisée par m compose le second membre de l'^uation. (3) 
seraient ^ales entre elles , auquel cas cliacune d'elles serait égale 
& celle ^ai forme le premier membre , il 7 en aura toujours de 
plus grandes et de plus petites que celle-là. Or , on peut toujours 

prendre le nombre m assez grand pour rendre — clcons^quem- 

ment les différences consicuUves a,— « , «j,— tf, , a^— ^, , ...... 

b — <7... d'une petitesse indéfinie ; donc, si une fonction interpolaîre 
•elle que ÏJa,h^,d,....) pouTaîl dévenir nulle ou infime, lorsqu'on y 

fait a^sb f on pourrit toujours prendre pour m- un assez grand 
nombre- pour- rendre toutes les fonctions qui composent le second 
membre de l'équation (3) moindres ou plus grandes qu'une gran- 
deur donnée quelconque , et , en particulier > moindres ou plus gran- 
des que cette' qui forme son premier membre,, ce qui rendrait cette 
équvtion absurde. 
On Toit donc que ta fonction (,^(a^^,d,....) continue & aveirune 

valeur déterminée , qui- n'est ni nutte ni infinie , lorsqu'on sup- 
pose les- deux premiers élémens a et i égaux entre eux; et il en. 
sera de même encore , dans le cas de l'égalité entre deux autres 
quelconques de ses élémens ; puisqu'en vertu dé la symétrie de ta. 
Tom. XFL 44 
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fonction , on pourra toujours amener ces deux ^Wmens à être loi 
premiers. II en serait encore évidemment de même dans le cas de 
rt^galité de plus de deux Siemens entre "enx , ou de Iff^galîté entre 
plusieurs groupes d'élémens ; et, bien qu'alors le procédé que nous 
avons indiqué pour parvenir à ces sottes de fanÈttons n'eu assigne 
plus la valeur, on pourra néanmoins les représenter et les employer 
dans les calcul , connue si cette valeur était connue. Observons 
d'ailleurs que rien n'empêche que les fonctions înterpulaircs , commt 
toutes les autres fonctions , qe deviennent nulles ou infinies , pour 
certaines valeurs particulières des élémeas qui les composent'; mais 
cela n'arrivera jamais, tant que ces élémeas conserveront leur in- 
détermtaailob. 

G. De la formule (i) on. peut conclure 
f.(a.x)=*f,(<»,i)-4-C*-*)f^(<ï,M , 

ce qui donne, par des substitutions successives, 
fa ' 

+(j:_û)(j^_i)f , (tf, V.) 



-t-fx— «ï)(-r— 3)(x— c)...(a-— />)(jr_y)f,^a,i,(;, ..,p,^,s) . 
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Celte valeur de fx contient une fonction interpolaire de * , à son 
dernier terme; mais, si les éiémens a,h,c^^^.p,<j , ont des valeurs 
comprises entre des limites peu «étendues , et que x soit lui-mdme 
compris entre eux, la série sera assez convergente pour qu'on paisse 
se permettre d"c«.jiëgliger le dernier terme , et on aiira alors sen- 
siblement 



(a 

4- 1;» — o)(» — i,i, (ojiA 

+(s—a)(jr—i)(x—c)(,(a,i,c,i) 

+ ■ ■•• 

+Qt-.)(x-J)(:r-c)...(x-;>)f... (fl, V, -p.?) 



«) 



On reconnaît ici la ftwmule ordinaire d'ioterpolaiion ; ce qui îus- 
ttfie la dénomination à'interpolaires ^ue nous aTOQ& donnée aux 
ibnctions dont elle se compose. 

7. Posons /=£r, et désignons 

par Aj la quantité dont y augotente, lorsque « devient x+Ar ; 

par Ay la quantité dont A/ augracnle, lorsque x devient :z:4-Ar ; 

par Ay la quantité dont A*/ augmente, lorsque x devient a:+Ax , 

par AV la quantité dont A' '/ augmente , lorsque * devient x+ Ar j 
nous aurons , par la définition des fonctions inierpolaires , 
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L'analogie conduit à soupçonner qu'en général 

A"j-:=n!Ajr'f,(x,ar+Ax,x+3A:r,....j:+nAx) , 

Pour changer ce soupçon en certitude , il suffit de prourer qu'il 
devra en être ainsi , si l'on a 

A-'/= (n— i)!Ajr^' £„., (3r,:r+A*^4-aAj?,.„*+(/i— i)A:r) j 

or , en adoptaut cette hjrpolhèse , on aura 

c'est-à-dire , 

A'/=n!Ax'f,(*,x+Ax,*-4-2Aj, jr-f-nA*) ; (5) 

comme nous l'avions annoncé. 

8. Reprenons la formule (4) 

supposons les étémens a,ifC,„., ^uidilTdrens , et soient posÀ 
h-^assC'—b^d — f = .... = j( ; 

soient faits , de plus . 

nous aurons 
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A^ S-r. , A-r, _. »,(M-f.['») ........ .^ iVp._ 

-y- = •;:r=''(*''' • ~F- =' — îh — =2f.(*Arf) 






d'où t en substiioant dans la formale (4) » 

Si nous posons x—a^nk , nous aarons 

*■— 3=^*— tf)~(i— tf)=7ïi— A.=(fl— i^A , 



de sorte qu'alors celte formule deriendra 
et r par suite , eu sopposaut p nul , 

r.=r+7^r+7--;-^'r+7-; — j- + - (»> 

ce son? les formnfes ^niiues d'interpolation , pour le cas de l'é- 
guidiÛîfrence des valeur» da< la Tariable indépendante^ 
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9. D'après ce qui a été ditmonlié ci-dessus (5) , on > 



Ki'A', -■r,s)=, 



c- 




-r)(a. 


-■) 


(*- 




■/)(»- 


-0 


(c-«)(t-*)...(t- 


ir)(<- 


-0 


f. 



i 



+ 

> "*" ('-«)(.-S)....(!-,)(.-r) 
supposant alors» eomiae ci-dessus, 

et posant en outre 

on trouvera , en substituant et renversant l'ordre des termes du se- 
cond membre j . , . . 

tC^^+ijO+sV+S* «+»*) 

«:*■ tn-i)!i!4- "^ <■•-»)!»!*- («-3)!3!V- ■*■■■■— i:(„-i;H- "•- 'SF 

mais si , dans la formule (5) , on change J' en ^, , x ta a et 
^u'oo y fasse, en outre, an— <t, elle donnera 

f/o,«+V+3*,«-t-3*, «+n*)=^ ^ ", 

, '*■ ■ I ■ 

donc, en égalant c^s dfm Talents « nultipliaM pu »! , 
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dfoù , en supposant p nul 

formules iuTerses des formules (7) et (8^. 

fo. Jleyeoohs au cas où plusieurs des élémens de la fonction 
f. sont ^gaux entre eux. Nous avons observé (5) que , bien qu'a- 
lors cette fonction se pre'^ntât sous la forme 4 , elle n'en avait 
pas moins une valeur dJtermiaée qui , en général , n'était ni nulle 
ni infinie, et que, bien qu'alors notre procédé ne fût plus pro- 
pre à en assig^r W valeur, les mêmes notations n'en étaient pas 
moins propres ^ la représenter j en continuant dboc & les employer, 
nous anrous d'abord (i) 

ii'oii t en ajoutant et réduiéant , 

Nous aurons aussi 

f, {b.,h,è)'-4,(aj,^)^(h^^)î\ {a^iAV) ■,'■ ■ 

i^'où en ajoutant encore et réduisant . .;. 
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En conUonant de la même manière, on aura en générak 



t.^('A»,-.*M.i(''.«.«.-<")=(«-«) 



li , dans cette formule, on fait h=a-^lt , d'oji j— 
change ensuite a ea x , elle deviendra 

t., (x+*,i+ V+*, ••■■ *+V+*)— f.(ir,J,x, .....x^) 

r f.(j,jr4-*,xH-*. *+*.*+*.*7f-*) 

I -l-f.(x,x,jr+i, 3:+*,i+*,j:-)-*) 

+f.(*,/r,jr s^»^+i^+li) 

+ •••- 

f '^-ÎJ[_x^,x, ...« « x,x-\-Ii,xA-ti) 

{ +tXxiXiX, .„ — .. _..._™.. x^-i-k) 

formule qui Ta rtons servir tout-à-l'henrei 




=lt 



(") 



II. En conscWant toujours. les mêmes noiations, on a, "par la 
formule fondamentale , - 



y Google 



ISTERPOLAIRES. 



S4S 



prenant ta soaime dos produits respectifs de ces ^i^uatioos par i^, 
k*tè\»„..k"'' f et léduisaot» on trouvera 






K'+k)= 



(,2) 



iêrehifipfment de f(x-|--'^) '<* série où on. pourrai too^our^ prendr* 
i assez petit , sans être nul* , pour que la série soit convergente , 
puisque ies fonctions qui- mult^lieot les diverses pbibsaiice& de k 
ont toujours des valeurs finies. Eu- outre ^ si l'on parvient jt as- 
sig,[ieF deux limites entre lesquelles se trouve ctAnpm le dernîet' 
terme da développement, le seul qui renferme k soos le signe de- 
ioDctîoa , on connaîtra aussi par 1& les limites de l'erreur commise 
en bornant la série aux seuls termes qui précèdent celui-là. 

Ëxauiinons présentement^ d'une maiùèce ]^as" papticuKère ,lti. 
Tom.XVL 4^ 
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nature des multiplicateurs des diverses puissances de k , dans la 
formule (13). Soit, eu général, désigné par f'^'U, la limite vers 
lacjuelle tend sans cesse le rapport 



lorsque k tend vers z4tQ ; ofi , en d'autres termes , ce que devient 
ce 'rapport, lorsque k devient infiniment petit ou nul. Alors i'x, 

i"x^"'x , seront ce qu'on appelle les Ar/V^w successives de la 

CoDction £r» On aura d'abord 

i^ix^x^=.Vx ; 

car on a 

et les deux quantités f,(:r,:r) et Vx sont respectivement ce que 
deviennent les deux membres de cette équation , lorsqu'on suppose 
*=o. 

On anra en conséquence , 

—l ■.^. T^ i 

nuis, <n Tertu'de la ft>rmule (11) 

donc ' • 

4çn)c aussi i"x's:^^ij(if^yx)\ car ce sont, là les Uuûte» respectives 
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Ters It><ique1les tendent les deux membres de cette ë^ation y à me- 
sure que ^ tend vers z^ro. 
On aura , en coosëquencé , 

P'ix+k)—{"'x _ f. (g+t^+ft,a!-M)— f.(T,g,«) 
mais t en vertu de la formule (ti) 

donc ... 

P'(X'Ut')—P'x 

donc aussi f'"'^s=i.a.3.f,(ar^,ar,:r) ; car ce sont là les limites Tes- 
peciives vers lesquelles tendent les deux membres de cette équa- 
tion à inesure que J!r tend vers zéro. 

Comme rien n'emp^he de poursaivre ce raisonnement aussi loin 
qu'on voudra » il s'ensuit qu'on a 

et, en gênerai , .' 



râleurs qui, substituées dâosia formule (12), tldimeront • 
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+*'t,(3-A*. "."tX+i) ■ (i3) 

On reconaaît ici la s^rie de Ta^lor , qui se trouve ainsi démontra. 
13. On a cette suite dVquatioDs {i) 

f,(x^,»+*)=f,(*^+*^+j*)— a*f,(it^,i'4-*,i+i*) , 

£n prenant la somme des produits respectifs de ces ^uatioas pat 
-4-1, — ^, "t-aA* , —3&*, -4- et réduisant, il viendra 

(,(x,s)=(,(s,ji+l:)—Af/i^+i^+2i)+iaft,(t:,3!+k,x+ii^+U)—... 
mais An a par la formule (5), en posant ^sfx , d'oik f«;jr,f)ai 



r^^è 






U Tiendra doac» en subsUmant et mjiJiipUaat par k 
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On ponrraU étendre indéfîoimetil ces recherches ; mais ce qvî 
prÀïède saffit pour aneindre le but que nous nous étions proposé (*}, 



GEOMETRIE. 

Rapport à VAcadémU royale des «oiences j 

Par M. Caucht ; 

Sur un mémoire reîatif aux propriétés des centre» de 
moyenaes harmxmiques f 

Par M. Porcelet , Gipitaiae du géaie. 

Lje wcrétBÎre perpAud de l'Académie , pour ira sciences mathé- 
matiques , certifie que ce qui sait est ' extrait du procés-rerlial de 
la séance du lundi a3 janvier >8tf6. 

L'Académie nous a charge , MM. Legendre , Ampère et mm , de 
lui rendre compte d'un mémoire de M. Poacelet^.sar les centres . 



(*) Ce mémoire n'ajuit point été rédigé par l'anteur , mais aeulemMit 
d'après de> notes très- somma ires qu'il avait fournies , le lecteur roadra bien 
ne point loi attribuer les négtigeacec de rédaeUon ob iii£me les erreun 
^«i poorraient s'y Aire glisaéesi 
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de moyennes harmoniques. Four donner une id^e succincte de l'ob- 
jel de ce mémoire , il. est d'abord nécessaire de rappeler en quoi 
consiste Ja diribion harmonique d'une droite AB , par rappoit & 
un point pris sur. cette droite ou sur. son prelongemedl. Sî .l'on 
désigne par la lettre C le point milieu de la droite dont il s'agit , 
la distance d'un point quelconque P de la m^me droite au point 
C sera évidemment la moyenne arithmétique entre les distances PA' 
et PB i en sorte qu'on aura 

PC=i(PA+rB) . 

Or , si dans l'équation précédente on remplace les -distances PA, 
PB,PC par les rapports j— , — , ■^ , la formule qu'on ob- 
tiendra , savoir : -^ 



PC • V^ PA ^ PB ^ ' 



ne pourra êVre vérifiée qu'autant que le point C coïncidera,!,' non 
plus avec le milieu de la droite AR , mais avec un autre point 
situé sur cette droite , et qui se déplat:era en même, temps qde le 
point P. Le point C , 4^^^'''^>'^^ comme on vient de le dire , est 
/e centre des moyennes hoTmonifjues des points A et B , relative- 
ment au point P , pris pour origine (*). Si plusieors points con- 
sécutifs A,B>C,D,E , sont tels que l'un quelconque d'entre eux 

coi'ticide avec le centre des moyennes harmoniques des deux points . 
les plus voisins , ces différens points formeront une échelle îiar- 



(*) Il est alt^ de Toir que les points P et C coupeat barmoniqucnient - 
)■ droite AB , dans le lens qui a ét{ expliqué V la page 374 dv préseot 
Tolume. 

J. D. C. 
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DES MOYENNES HARMONIQUES 35i 
moDÎqiie } et il est facile de prouver que , pour obtenir une sem- 
blable ^helle, il suffit de mettre en perspectire une échelle de 
parties ^ales. Plusieurs des cons^uences qui résultent de la dîri- 
ciou harmonique d'une droite avaient déjà été développées par di- 
vers géomètres , entre lesquels ou doit distinguer Maclaurio. M. 
Poncelet ajoute de nouvelles propositions k celles qui étaient con- 
nues. Les plus remarquables sont celles auxquelles il est' conduit 
en généralisant la déûnition du centre des mo^eoDes harmoniques. 
On peut en simplifier la démonstration et les rendre plus faciles 
i saisir, en substituant aux définltioas qu'il présente, celles quâ 
nous allons indiquer 

Si l'on suppose que chaque élément d'une droite matérielle ho- 
mogène , et prolongée de part et d'autre à l'infini , attire un point si- 
tué hors de cette droite , suivant une certaine fonction de la distance , 
ce point sera sollicité au mouvement par une force perpendiculaire à 
la droite, et proportionnelle à une autre fonction de sa distance 
à cette; droite. Si l'attraction entre deux points est réciproquement 
pioportioonelle au quarréde leur distance , la force dont il s'agit sera 
réciproquement proportionnelle à la simple distance du point donné 
à la droite vers laquelle il est attiré Ç'). Cela posé , soient DE I^ 



(*} Soit prÎM , en effet , la droite dont il s'agit ponr »xe Aet x , tt anppo. 
HD* le point attiré situé sur l'axe de» y , k une distance i de l'origine ; l'at- 

tmotïon exercée sur oèpotnt par va Héaiàat dsde oette droite sera -j—, — • 

A étant nue constante relatÎTC ^la fois et k la masse de l'élément et A l'in- 
tensité de l'ittraetion. Cattft attraction , estimée suiraDt l'axe des y , sera 

j-_- i^x -?^== **^. î différentielle dont l'intégrale est 

A » 

Si l'on suppose la dn^te d'une longueur sa, et ajant son milieu k l'ori- 
gine, on iditiendraTaotiou totale exercée par «ette J^îte:, laquelle i^exer^ 
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druîle q'.ie l'on consMùre et A,^^,A'',..» , plusieurs points sUaés avfc 
elle dans un seul et m^nte plan. ^S^ l'on suppose drfi^reotes uias.- 
si's m.,m'^\'y..^,\ coiicentri'es sur les pomls A,A',A".. .»; «e que M, 
Poricfli't nomme le centre de leurs moyennes haroiûnûjues-y par fap- 
poit \ la dioile DE, ne sera autre ciiose q^ie le ceirtre <lw forces 
piriiUèlcs qui solliciteritut les masses 01^'^", .^ » dans des direo 
Uoiis pprpeudicutaîres à la droite^ 

Concevons in.ûalenant que les masses m^'\m"\ . .... , Sofent con- 

centn'es sur Ws puints \,\'A", , situés d'une manière quelcon- 
que dai».ï IVspiice. Ce qne M. PoilceUt doid me le centre des moyen- 
nes liarmooiques des |>i>ùits A,A',A'^', ...... rehitUement à' un plan 

donné DËF y ne sera autre chose q'ie le centre des forces parai- 
U-les q.ui solliciteront ces difTérens points, dans des directions per- 
pendiculaires au plan , sl l'on adoket encore ^e chaque fopce soit 
léciprofTuement proporllonneUe' à la disUiDce au phn , se qni re> 
vient à supposer l'attractioo entre- deui points réciproquement pro- 
jporttoune le au cube de rintervalle- qui les. sépare (•). £a partant 

cera nDÏq-tement dan» t» Beiu> dît y y. en- fiÎMinl- «=Ba- et doublant le réiitl- 
bit : ce auî doonera «^ ■ . r fônctroa qui' m ridait umplement k 

— , lorsqo'oii snpgou assv . L'attraction est doac alon inTerfCBeat jro- 

portMonellè S la distance f dta fuuit attiré II 1» droite attTrant»!. 

J. D. G. 
(*) Tout ëtaat d.'atUeprt tappiii- comme' doos I» préeédente notS' « Mipp»* 
■ons que l'attractioD: aoit inrenement proportioaiuLle an cube de U du- 
tance ; l'attractioo eurcée- gar l'éUmeiit ist aura alors pour, expressio» 

Adk Ad« 
. CeUe attraction , ettimée aaiiantPaze dei f, ton donc ■.. 

X — r r- . ' ^ ' ■ i. diilerentîetle dont l'int^crale ML 



i|l^+A«.(T.„g.= f)i, 
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des d^fînillons qui prÀ:èdeut , on établît sans peine les à 
proprie'tés des centres des moyennes liarmontqnes. 

Ainsi f par exemple , concerons que , les points k,K',\". 



353 

les direrses 



SI l'oD snppote la droite d'ane longnenr la , et ayant Ion milieu b l'ori- 
gine , on obtiendra l'action toUle exercée par cette droite, laquelle s'e&er- 
cera nuiquement dans le sens dei y t ^"^ faisaat x^ a > et doublant le ré- 
•ulUt , ce qui donnei* 

«s 

Si eninîte on anppose a^s» , le terme disparaîtra, tandis qne U 

■airant se réduira à ^w ; ie sorte que l'attraction exercée par la droite 
•era exprimée par -— ; elleseradoncinrenementproportiomieUeaiiqnam! 

de b. Ainsi , l'attraction de tous les élémens d'une droite d'nne longueur 
infinie sur un point situe bon de sa direction , étant inrersenient propor- 
tionnelle an cube de leur distance h ce point , l'action totale de cette 
droite sur ce même point se réduit k une action perpendiculaire, inverse- 
ment proportionnelle au qnarrë de la distance de ce point h cette droite. 
Cela po«é , soit un plan uniformément matériel , et d'une étendue infi- 
nie , considéré comme plan des xy , dont tous les points exercent sur an 
point de l'axe des r une attraction inversement proportionnelle an cube de 
la distance. Considérons ce plan comme composé d'élémens rectilignes , d'une 
longueur infinie, paraimes k l'axe des y. L'action totale de choque élément 
se réduira, par ce qui précède , à use action dirigée suivant la droite <)ui 
joint le point attiré à noterMctioa de cet élément arec l'aie des x , et 
înTCnement prc^rtîoanel au qnarré de la longueur d« cette droite. On 
se trouvera donc dans le même cas que si , le plan attirant étant remplacé 
par l'axe des x , l'attraction était devenue invenement proportionnel le au 
quarré de la distance ) donc , parla précédente note, l'action totale du plan 
sur le point attiré se réduira h une action suivant l'axe des x, el inver- 
■ement proportionnelle k ta nmj^ disUnt» de ce point à ce plan. 

J. D. G. 
Tom. Xri 46 



y Google 



354 PROPRIETES DES CENTRES 

étant situ^ dans un même plan avec la droite DE , on joigne Un 
quelconque D des points de cette droite arec les points A,A'y 
A'^ K.h, et qu'une parallèle de à DE coupe les droites DA,DA% 

DA^', .... y aux pmnts a,a'^", Si , après avoir ptis la droite DE 

pour axe des jr » on désigne par h la dîsiauce entre les droites 
DE et de y puis par y,^,j", .„,, les ordonna des points A,A', 
h", , et si l'on applique à ces points des forces parallèles 

i>=r - , P'= - , ;"'= — , i la force P= - pourra 

être remplacée par deux composantes parallèles , l'une ^ate à 

— y appliquée au point a , et l'autre appliquée an point D. Donc , 

le système des forces P^'^P", ... , pourra être remplacé par des for- 

m m/ m" ... 

C€S — , —, — -, *.,, appliquées aux points a fi' fi", , et par 

la résultante des forces appliquées au point D. Donc la droite qni 
joindra te point D avec le centre de gravité G des masses m,m't 

m"y .... , concentrées sur les points afi'fi''^ , passera par le centre 

des forces parallèles P,P',P'', «ou, ce qui revient au même, 

par le centre des moyennes harmoniques des masses fli^.m'', ..., 
concentrées sur les points A»A',A'', .... Cette proposition continuersi 
de subsister si les points A,A'',A'',».... changent de position sur 
les droites DA,DA^,DA''',..» Or, on peut imaginer que, par suite 
du changement de position , ils se rangent sur une nouvelle droite 
KL, qui soit parallèle à DE , ou qui viennent recontrer DE ça 
un point donné E ; et comme , dans ce dernier cas » le centre des 

moyennes harmoniques des points A,h',K'% , restera le même , 

par rappport à toutes les droites qni passeront par le polut E , oa 
pourra le nommer centre des moyennes harmoniques des points A, 
h.',K"y relatif au point L. Les remarques précédentes fournis- 
sent les principales propriétés du centre des moyeoaes harmoniques 
de plusieurs points situés dans ud plani 
Coocerons encore que, les points A,\'fK", ..,.» étant placés à 
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Tolonlé dans l'espace , on trace dans un plan donné DEF, nne droite 

quelconque DE j et qu'ayant coupe les plans DEA,DEA',DEA", 

par un nouveau plan def ^ parallèle à DEF , on prenne » sur les droi- 
tes d'intersection , des points quelconques a^'^',..,. Si, après avoir 
choisi le plan DEF pour plan des xy t on désigne par h sa distance 
au plan def, puis par z,z',z", .... , les ordonnées des points A,A', 
A'',....., et si Ton applique à ces mâmes poinB des forces parallèles 
jp — — j p/~ — , P"= — , ..i„ , la force P=: - , appliquée au 
point A , pourra être remplacée par deux forces parallèles , l'une égale 
à — , appHquée au point a et l'autre appliquée au point d'intersection 
de la droite Aa avec ta droite DE. Donc le système des forces P^P', 
P"» ••• » pourra être remplacé par des forces — , -— , —, .... , 

Impliquées aux points a,a',a"t , et par la résultante des forces 

appliquées i diÛTérens pmnts de la droite DE. 

Donc le plan qui renfermera la droite DE el le centre de gra- 

TÏté G des^masses m^'^'^t concentrées sur les points a^^ 

a", ...... passera par le centre des forces parallèles P,P',P", , 

oir, ce qui revient au même , par le centre des moyennes harmo- 
niques des masses m/n',m*'i , coucentrées sur leS' points- K,K't 

h",».'- Cette proposition continuera de subsister, si l'es points A, 
Ky'K"',.^ changent de position dans les plans DEA,DEA^DEA'^...r 
Or, 00 peut imaginer que , par suite du changement dé positioir, les 
point» donc il s'agit soient ramenés d'ans un nouveau plan qui soit 
parallèle à DEF , ou qui. coupe DEF suivant une droite donnée 
KL , et il est clair qne , dans le dernier cas , le centre des moyen- 
nes' harmoniques des' points A, A^A'^ ... ,■ relatif au plan DEF , sera 
Sussi le- centre des .moyennes' harmoniques relatif à la droite KL. 
Observons d'ailleurs que, si l'on suppose les points A,A'A", ..... ,. 

situés sur les droites AD,A'D,A"D, , menthes des points A.A'» 

A", ...» au point D , les- composantes de P,P'tP"\ .... , précédemmenf 
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appliquées à divers points de la droite DE , passeront par te point 
D, et qu'en conséquence le centre des moyennes harmoniques des 
points A,A',A", .. .. sera situé sur le prolongement de DG , G dé- 
signant toujours le centre de gravité des points a,a',a", »... 

Les divers théorèmes que nous venons d'établir , et quelques au- 
tres que l'on déduit facilement des premiers , ont été démontres 
par M. Poncelet, à l'aide d'une méthode trèsHlifTérente de celle que 
nous Tenons de suivre. De pins , après avoir établi les propriétés 
du centre des moyennes harmoniques, l'auteur en a fait quelques 
applications ingénieiises , parmi lesquelles nous avons remarqut- la 
construction d'une échelle harmonique , à l'aide d'un procédé fort 
simple t i}"^ exige seulement l'emploi de la règle. 

En partant de la définition que nous avons donnée du centre 
des moyennes harmoniques , il serait facile de déterminer anallti- 
quement ce même centre. En eflet , supposons les masses m'^m", 
m"'i •.. t respectivement concentrées sur des points («',j',z'J , (*", 

y^fZ") , {s'*'^y"'^z"'') , , et cherchons les coordonnées s,f,z y 

du centre des moyennes harmoniques de ces masses , par rapport 
ou plan des xy. 

En faisant pour abréger » 



r^ 






et désignant par P la résultante des forces P'iP"^">y «..,.. , on 
a lira 



m' , m" . m'" 



et, comme on aura de plus, en vertu des formules relatives au 
ceutre des forces parallèles , 
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M 



on en condora 



(» 



p*=*(iw,')=ïi^ 



?r=*(i"rO=s^ , 



Pzmi(PU')=im' , 



I _"nV 



i^— ïm'. 



Ces direrses formules s*ëtendeBt aa cas même où m^^^ .m. 
représeateraient les masses des ilirers ëlémeus d'un corps solide 
divisé en nne iaûoité de parties ; alon elles se réduiraient k 

p désignant la densité de la molécule située en {s,yt^ et (X^Y^) 
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ëiaat le centre des moyeoncs harmoDiques demaadé. Si , ponr fixer 
les idées , qn cherche le centre des moyennes, harmoniques d'une 
sphère homogène décrite avec le rayon r , et dont le centre soit 
placé sur l'axe des £ , à la distance ^ du plan des sy , on re- 
connaîtra que ce centre est Inî-méme situé sur l'axe des 2 à une 
distance 2 de l'origine , la valeur de 2 étant 

k ri 

(C) Z: 



.,r+(r--i;i^^y 



Si la valeur de A est très-grande , par rapport au rayon' r , la 
valeur précédente de ^, ou 



-^ 



.*r+.(r._*-)(^+T^ +....) 



deviendra sensiblement égale ii ^ ; et par conséquent le centre des 
moyennes harmoniques se coofoodra sensihtem«at avec Le centre de 
la sphùre, comme on devait s'y attendre. 

Soient aiainteoaot v',v"^"^ .... , les coordonnées des points Â',A"^ 
A"', m.., relalives à uo plan quelconque, perpendiculaire ou (Clique 
au plan des sy ; c'eslr-à-dire , en d'autr'es termes , les distances des 

points Â',Â"yA"'y au nouveau plan , prises tantôt avec le signe 

-f" , tantôt avec le signe ^^ suivant qu'elle^ se comptent dans un 
sens ou dans un autre. Soit de même p la distance du centre des 
moyennes harmoniques des points A'^A'',À"'t.^, au nouveau plan 
dont il s'agit. On' aura , en vertu des. propriétés- connues du cen- 
tre des forces parallèles ^ 

(7) P,= X{_P'^ „ 

on , ce qui revient au même , 
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(8) ,ï— =S-^. 

Cette dernUre formule compreoil » comme cas partîcutien , les 
formules (2) , ei celles '^ne M. Poocelet a établies relativemeot eu 
centre des mo^eaues harmoui^ues de plusieurs points situés en 
ligne droite. 

Le mémoire de M, Poncelet est précédé d'un discours prélimi- 
naire qui offre une sorte de résumé de. ses recherches sur la géo< 
métrie, et d'une note sur les moyens d'exprinfcr que quatre points , 
appartenant respectivement à quatre droites qui convei^eot vers 
un ptnut unique , sont compris dans ud seul et même plan. Dans 
le discours préliminaire , l'auteur insiste de Bouvean sur la né- ' 
cessité d'admettre en géométrie ce qu'il appelle le principe de con- 
tinuité. Nous aTons déjà discuté ce principe , dans un rapport 
fait , il y a plusieurs années , sur un autre mémoire de M. Pon- 
celet (*J , et nous arons reconnu qjte ce principe n'était , à propre- 
ment parler , qu'une forte induction qui ne pouvait être indis- 
tinctement appliquée à toutes sortes de questions de géométrie , 
ni même en analise. Les raisons que nous arous données , poor 
fonder notre opinion , ne sont pas détruites par les considérations 
que l'auteur a développées dans son traité des propriétés projec- 
tires. 

Quoi qu'il en soit , nous pensons que le mémoire de M. Pon- 
celet sur les centres de moyennes harmoniques fournît de nouvel- 
les preuves de la sagacité de son auteur , dans la recherche des 



(•) V07» ce rapport L U page ,^ du XL"« velame dd préwat re- 
«ueil. 

J. D. G. 
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prupriët^s des figures, et qu'il mérile, sous ce rapport, Tappro- 
balioD de l'Acadéoiie. 

Signés, AMPÈRE; LEGENDRE ; CkVCm ^rapporieur. 

L'Académie adopte les conclusions de ce rapport 

Certifié conforme : 

Lé secrétaire perpétuel , pour les sciences mathématiques , 

Signé, le B."» FOCRIER. 

IL'..'. . ■ ' .,.,,. '' ' '' ■ .J. ,.1— ,'., L' ■' ' 't 

QUESTIONS PROPOSÉES. 

Problème de prohabilité. 

yjy demande quel serait l'arantage du banquier , au {ea de trente 
et quarante, en supposant inJiniXe nombre des jeux de cartes en- 
tiers' dont la taille se compose, et en admettant d'ailleurs toutes 
les autres conditions du trente et quarante ordinaire (*) ? 



(*} La folotion de cette queitii^n * beaucoup plut simple que celle qui > 
été traitée par M> PoÏMon ( pag. (73 ), peut être fort propre à montrer 
qaelle iRilueoce exerce , aor L'arantage du bau^aisr , le aosibre dea jeax 
dont la taille ae compoae. 
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GEOMETRIE ANALITIQUE- 

De la nature et des propriétés prmcrpalés des sections , 
planes Me-^ouie sur/ace conique du second ordre; 

Par M. Gehgonhe. 



dorr une droite rappçrt^e à trois axes de direction arLitraire. Sun* 
posons que cette droite passe par l'origine des coordonnas ^ et 
prenons pour ses deux éo^uatioas 

xszmx y y^=nz . (i) 

Si /» et n sont donnas , cette droite sera absolument déterminée 
de situation et unique dan» l'espace. Si , an contraire , ces deux 
coefSciens sont, à la fois, indéterminés et indépendant, les équa~ 
lions ci-dessus pourront , saivant les valeurs qu'on voudra attri- 
buer à m et n ^ exprimer indistinctement toutes les droiteS' qui 
peuvent être menées dans l'espace , par l'origine. 

Mais m et n , sans être détermina ni indépendans ^ pensent 
être liés par une relation , telle que 

iy(m, n'=o . (a) 

-Alors, les équations (i) n'exprimeront plus ni une droite unique ni 
la toialiié des droites qu'on peut mener dans l'espace par l'origine 
des coordonnées , mais seulement une certaine série de ces droi~ 
tes , c'est-à-dire , des droites se succédant sans interruption dans- 
Tom. XriynJ» XIJ, i."/um 1826. 4y 
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IV^pace, et formant conscvjuemment , par leur ensemble, une su r- 
fuce cotiiqne ayant son sommet ou centre à l'origine. Vo^oas quelle 
est IVquation gi'ui^rale de celle surface. 

En résolvant l'tiqtiation (2) par rapport à n , 00 en tirera une 
Taleur de cette forme 

qui, sulistituv'e dans la dernière des équations Çi) , les changera 
en celle-ci 

x~mz , y=:z.'Sf{m) , (3) 

qui CKprimeront , par leur ensemble , l'intersection de deux plans 
Tariables, passant respectivement par les axes des y et des x % la- 
qnelle intersection sera consiainmeiit nne des génératrices de la sur- 
face conique dont il s'agit , quelque râleur d'ailleurs qu'on attri- 
bue à m. , 

Mais, lorsqu'une ligne est donnée par l'intersection de deox 
surfaces , toute combinaison qu'on voudra faire des équations de 
pes deux surfaces sera l'équation d'une troisième surface c<mtcaant 
cette même ligne ; donc , toute combinaison qu'on voudra faii;^ 
des équations (3) sera l'équation d'une surface contenant la géné- 
ratrice de la surface conique qui répond à toute valeur déterminée 
de m. 

Donc, en particulier, l'équation r&ultant de l'élimination de 01, 
entre les équations (3) , sera l'équation d'une surface contenant » 
pour chaque valeur qu'on voudra donner à m , l'une des géné- 
ratrices de la surface conique. Mais , cette équation , ne renfer- 
mant plus mj demeurera constamment la même, quelque valeur 
qu'on donne à ce paramètre variable; donc, la surface qu'elle ex- 
primera contiendra , à la fois , toutes les génératrices, et sera con— 
séquemmeut l'équation même de la surface conique dont il s'agit. 

La recherche de la surface conique , lieu de toutes les droil<es 
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données par le3 ^uations (i) et (a), se réJuU donc, comme l'un 
Toit , & tirer de l'équation (2) la valeur de n , pour la porter dans 
la dernière des ^uatious (t), et h ëltminer ousulte m entre la 
première de ces équations et l'équation résultante. 

Mais ce calcul revient évidemment à éliminer m et n entre les 
^nations (1) et (a) » et doit oécessairement conduire au mdine n'- 
sultat'f de quelque manière d'ailleurs que l'un procède à l'éllmi- 
naliou de ces deux paramètres ; dune on parviendra également à 
l'équation de la surface conique dont il s'agit > en mettant sim- 
plement pour m tt n , dans l'équation (2) , leurs valeurs données 
par les équations (i); donc finalement l'équation de la surface co- 
nique dont il s'agit, et* par suite, l'équation générale, de toutes les 
surfaces coniques qui ont leuf sommet ou centre k l'origine , est 



,(4.^-)=o 



équation dans faquelle 9 désigne ane fonction tout-à~fait arbi- 
traire {•). ^ 

II sait de U, en particulier, que l'équation générale des sitrfa- 
'Ces coniques -dn second ordre qui ont leur sommet on centre à 
l'origine est de la forme 



(*) On brosqne d'ordmaire cetie conclasion * en a*étayant d'une certaine 
propriété' de l'élîMi nation. Hais on lent qu'h inoioi de démontrer -préa- 
lablement cette propriété , è priori , c« qui ne parait paa facile , l'étère n*j 
peut Toir qu'une sorte de qualité occalte , dont l'emploi , daoi les sciencea 
einctet'i doit lui paraître asses surprenant. 

Noos ne prétendons pas, au surplus, que l'on soit tenu de répéter le 
longraisouDement que nous Tenons de faire tontes les fois qn'on se retroa> 
Tera dans les inJutes circonstances ; mais nous pensons que du moins il fan- 
-d» le répéter anssi long-temps que l'élève ne lorapa* eu état de U suppléer 
itcileinent de lui-même. 
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c'cst-à-dîre , 

Soit cotipée cette surface par un plan parallèle au plan des xy , 
et conséquemment par un plan quelconque, puisque le plan des 
xy est supposé de direction quelconque par rapport à elle. En 
désignant par k la distance entre ces deux plans , mesurée paral- 
lèleaient à l'axe des z , l'équation de la projection de la section 
sur le plan des xy sera 

Js" -^ By'-\-2Cxy-^2A'^x-\-2B'fiy+Oli'=o ; (5) 

et cette section , comme l'on sait , sera appelée 

Ellipse y si l'on a C — AB<^q , 

Parabole , si l'on a C' — AB-=zo , 

Hyperbole, si l'on a C— y^J>o . 

D'nn autre côté , si , dans l'équation (4) , on fait z=:o , l'équa- 
tion résultante 

Jx'-\-By'%iCxy=.o , " (6) 

sera celle de la section de la surface conique par le plan des xy ^ 
c'est-à-dire , par un plan mené par son sommet , parallèlement au 
plan coupant. Or , en résolvant cette dernière équation par rap- 
port à ^ , on démontre aisément qu'elle exprime 
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Vn point ; si l'on a C'-^AB ^o , 

Dâux droites qui se confondent , si l'on a C» — AB^=o , 

Deux droites qui se coupent , si l'on a C* — AByo , 

donc , un plan covpe une surface conique du second ordre sui- 
vant une ellipse , une parabole ou une hyperbole , suicant que le 
plan parallèle à celui-là , conduit par le sommet de cette surface 
conique , est hors délie , la touche ou la coupe. Or , comme ce 
sont là les trois seuls cas qui puissent se présenter , il s'ensuit qu'on 
n'aura jamais ^ pour les sections planes d'une surface conique da 
second ordre , que les trois courbes que nous venons de signaler 
et que de plus on pourra les avoir toutes. On voit en même temps 
que ta parabole tient le milieu entre les ellipses et les hyperbo- 
les ; de sorte qu'elle est à la fois la dernière des ellipses et la 
première des hyperboles. 

Si l'on iinagine que la distance k diminue sans cesse, jusqu'à 
devenir nulle , on verra eu outre que le poiiU est un cas parti- 
culier de Vellipse , que deux droites qui se confondent sont un 
cas-particulier de la parabole , et qu'enfîn deux droites qui se cou- 
pent sont un cas particulier de Vhyperbole. 

Si l'on conçoit que le sommet de ta surface conique s'éloigne à 
l'infini , cette surface deviendra une surface cylindrique. On ne 
pourra plus avoir alors ai des sections paraboliques ni des sections 
hyperboliques , qui se trouveront remplacées par des droites pa- 
rallèles. H se pourra aussi alors qiAle plan et la surface cylindri- 
que ne se coupeiit pas. 

A la page 6i du tome T.* du présent recueil, nous avons dé- 
montré fort sin^plement que les courbes comprises dans l'équation 
(5) sont telles i .'* que les milieux de toutes leurs cordes parallèles à 
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une droite fixe quelconque sont Ions sur une autre droite que nous 
avons appelée diamètre , et qui a les tangentes à ses extrt^mités 
parallèlt^ à la droite fixe ; a,** que tous les diamètres de XeîHpse 
et de Xhyperhole se coupent en un même poiut qui en est le 
milieu commun , et que nous arons appelé le centre de la courbe , 
tandis que , dans la parabole , tous les diamètres sont parallèles ; 
3." qu'à un quelconque des diamètres de Vellipse ou de Yhyper- 
hole ^ il en répond toujours un autre ^ qui en est dit le conjugué y 
tels que chacun d'mz contient les milieux des cordes parallèles 
à l'autre ; 4<* <]ue » parmi les systèmes de diamètres conjugués de 
ces deux courbes, en nombre in&ni , il en est un, et un seul , 
dans lequel ces deux diamètres , qui sont dits alors les diamètres 
prineipaùx ou les axes de la .courbe , sont perpendiculaires l'un 
i l'autre ; S." qu'eafin , parmi les diamètres de la parabole , il en 
est un , et un seul , qui est perpendiculaire à la tangente à son extrë- 
mite : c'est le diamètre principal ou Vaxe de la courbe. 

Ou conclut de là t.* qu'en prenant pour axes des coordonnées, 
dans l'ellipse , deux diamètres conjugués quelconques , et repré- 
•enunt leurs longueurs respectives par 211 et ai , l'équation de 
U courbe prend ccttf} forme fort simple 



(T)+(fJ=-> W 



ce qui vent dire que , dans f ellipse , la somme des guarris des 
rapporta des deus coordonnées d'un mime point' aux moitiés des 
diamètres conjugués auxquels elles sont respectivement parallèles 
est constamment égale à tunifU. 

2." Daus.lfis mêmes circonstances , l'équation de l'bjrperbole prend 
la- forme 



(7)"-(0"=" ^»> 
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la coDrbe a alors un diamètre réel sa, tandis que son conjugua 
2^^^Z7 a une longueur imaginaire, et c'est alors /a différence 
des ^uarrés dis rapports des coordonnées ^un même point de la 
courbe aux moitiis des diamètres auxquels elles sont respective' 
ment parallèles qui est constamment égale à funilè. 

3.*.£QflDf dans la parabole, si I'od prend un diamètre qaeU 
conque pour axe des x et la tangente à son extrémité pour axe 
des / 1 l'équation de la courbe prend cette forme très-simple 



r*=^cx . 



(9) 



Supposons que , dans les équations (7) , (8) , (9) les coordofl- 
nées soient rectangulaires. On tire de l'équation (7) 



/= 



ï>(aK-w<) 



en ajoutant tour-à-tour «ux deux membres 
oo aura 

extrajant les racines quarrées des deux membres de ces denx éqna- 
tïODS , en remarquant que , par la nature yde la courbe > x ne pou- 
Tant être plus grand que a , les racines des deux membres doi-> 
vent être de mêmes signes, on aura 
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y (*+ i/„._4.)"+r- = -^ • 

d'oà , en ajoutant membre u membre et re'duîsant , 



Or , les deux radicaux du premier membre de celle dernière équa- 
tion expriment les distances de l'un quelconque des points de la 
courbe à deux points de l'axe des jt , pris à des distances v/a'-J^ 
de part et d'autre de l'origine ; donc , la somme des distances des 
divers points de teîUpse à deux poinif fixes , pris sur son plan , 
est une quantité constante^ Ces pomts sont ce qu'on appelle les 
Joyers de la courbe. 

Ce qui pr&ède suppose qu'on a «>^. Dans celte Bypolhèsc, 
si l'on répète le calcul que nous Tenons de faire , en traitant h 
et y comme nous ayons traité a et j: , et vice versa , on s'assu- 
lera de l'existence de deux foyers imaginaites^ sur le plus petit 
des deux axes de la courbe (*>. 

L'éqoatioa (lo) peut être mise sous cette forme 






pais 



sous ceUe-cî 



(*) VoycB^ lor ce ■«}«( , U pagp 817 du VIIL* rolume du. prétest 
recueil* 
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Or, le premivr membre de cette équation est le mj^rt ena« la 
distance de l'un quelconque des points de la courbe à l'un des foyers 
et la distance- du même- point à une pet^eudiculaîre & l'axe d«$ x , 
men^e- à Ta distance - — ^=- de rorigine ; donc , /« <fîjr/an«j ^m 

êiyerr points de f ellipse à unpmnl fixe et à une droite fixe ^nt 
dans un rapport constant. Oa voit ^« le point fixe dont îl s'agît 
ici est l'im às% foyers. Quant à la droite £xe, ou s'assurera aisë* 
ment qa'elle en est la poiaire.- 

Si , dans- l'^(jiiation (7), , ainsi que dans les direrses transformées- 
eue nous en avons' snecessivcment déduites , on diange +i' en 
^ , on obtiendra les .transformée* anak^ties relatives à l'hyper- 
bole doDo^ pasL'^uation (8); atl'oa sera conduit aux. deuséqua- 
tiojû'' - ^ 

mais Tcf, ojï x esf toujours pltis grand que », U- faudca, dans 
textra^tion des racines , écrire , 

4'oà ,■ en ajoataor et' induisant 

Tom. XVI 48 
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Or , les radicaax du premier membre expriment les distances de l'un 
quelconque' des points de la courbe à deux points de l'axe des « 
pris à des distances ^'a'*^* de part et d'autre de Twigine ; donc 
ia diffèrenee des distances des divers points de Ihyperhole à deux 
points fixes pris sur son plan , est une quantité constante^ Ces 
points sont ce qu'on appelle les foyers de la courbe. 

En traitant l'^uation (ts) comme nous avons traité l'^uatioft 
(lo) y on parviendra à lui donner cette forme 






(i3) 



ce qui , pour les mêmes raisons que ci-dessns , montre que les disr 
tances de divers points de tkfperhoie à un point fise et à une 
droite fixe sont dans m rapport constant. On voit qn'ici encore 
le point fixe dont il s'agit est l'un des fiiyers , tandis que U droite 
fixe en est la polaire. 

L'équation . (g) de la parabole peut être Â:riie ^nsi : 

d'oà , eu transposant et extrayant la racine quarrée d^ d«uz membres i 



ou biei 



y/ix- 



(-4) 



c'est-ï-dire que les distances des divers points, de la parabole m 
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un point fixe et à une droite fixe sont dans un rapport eonslani. 
Le poinl fixe est ce qu'on appelle \s Jhyer de la courbe; et il est 
facile de s'assurer que la 'droite fixe est la polaire dé ce poiut. 

C'est doDC une propriété commuoe à toutes les sections coniques 
que la constance du rapport des distances de leurs divers points à 
un point et à nue droite fixe ; rapport pliu petit que tunité pour 
r ellipse t égal à Tumtè pour la paraèole et plus grand que tuniti 
pour Xhyperhole. 

La droite quî va de l'un des foyers d'une seclioa conique à l'un 
quelconque des points de la courbe est dite le rayon vecteur de 
cette courbe; l'angle que fait ce rayon vecteur avec l'axe qui con- 
tient les îoyers est appelé l'anomalie ; la distance d'un foyer au 
centre est dite \excentricité , et la double ordonnée qui passe par 
ce foyer est ce qu'on appelle le paramètre. 

Représentons , pour l'ellipse , par r le rayon vecteur , par 6 l'ano^ 
malîe , par p le paramètre et par t le rapport de l'exceotridié au 
deoû-graud axe; nous aurons ^ 

Cos.e= «-V^^ '. „=^ , f=îÉ^ 

del& noQS cmiclurons :r=irCos.O+y'â>— ^K^fft+z^os 9 , etparcoo- 
téquent 



15= <7c— 'rCos.9= - 



*)—■<>>■■* ip—9Kja».t 



En substituant toutes ces valeurs dans l'équabon (11) , elle devieudra 



d'où OD cirera 
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' i+iCoi.# 



05) 



et une transfoimation analogue, appliquée à l'éqaatîon (i3) «oi 
duirait exactement au même résultat. 
Quant à la parabole , oa a pour cette courbe 

rss ^i^-£)*4yi , p=4i! y Cos.0s= ^^ ; 

d'oft 

«:=f— rCos.9 , et jr4'^soatf— rCos.9=-j^— rCos,fl , 
au moyen de quoi i'^alion (t4) derieut 



ï^— rCoaJ 



Ainsi l'Àpiatiou (i5) qa'oo appelle V équation pohîre às% sections 
coniques , convient g^oéraleineut à toutes ces courbes qui sont el- 
lipses , paraboles ou hyperboles * suivant qu'on at<i,(=i ou 

En ajoutant à ce qu'on vient de lire , les dix pages de notre 
V.* Tolame rappelées ci-dessus > on obtiendrait un traité de sections 
coniques qui , bien que fott court , serait néanmoins prenne com- 
plet- 
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GEOMETRIE DES^ COURBES. 

Théorèmes sta" Vellipse:^ 

Sar Ilil, Feiuuot , Doyen de la Faculté des «ciencei âe 
'GrënoLfe, 



J^^HÉORÈME t Jianr ioat paraHélogramm* àrconflrit^ une el-. 
■lipse , lis diagonalet se coupent au xerUre ti suivent les ■àirsctioni 
ide deux Mamhtres xonj.uguès* ; 

Démonstratioa. L'ellipse dont îl s'agit peat tODjeors ^tre projette 
<firihogonalemâat sur un plan tellement sîtu^ que sa projection aok 
4iD cerde , «t il est visiUe que le .centre de ce cercle sera la projec- 
tion du ceiure 4e la cQuxJ>e. -lA,-proj^tioa -èxL parallélogramme sera 
un parallélogramme circonscrit aa.oerde, et coQséquemmeat un 
' rhomi>e , dont ies 'd^uz.- diagonales -, projectÎQas des ^us.diag^nfi'-.' 
ies do parailâograïame circonscrit! à J'eUîpse ^ se couperont perpen- 
diculairement au centre de ce cercle , dottt elles Aront conséquem- 
ment deux diamètres conjugua ; donc les diagonales de l'ellipse, 
dont elles Seront lei projections., en seront aussi deux diamètres 
oobfugtiés. ■ ' ' ■ ■ •! ■. I- ; , . r 

■Ctrrollaire, H suit de là 'que le lîéu de» -soiirtinets-dé lonsUs 
rectangles circiîiiscrits ï nne ellipse 'est la bh-conf t^èiice d'au cerd^' 
de même céiiite''qde' cette dHpse, ■••'■■ • ■ . -< 

' Considérons en effet ira de ces rectangles. ' Prenons ]eS dtirectians' 
de «es diagonales , que nous venons de Y/m être celles de deux 
dtButèt'res conjags^ , po'uf ceUes. des axes, des^ coordounË^i '^- ^ 
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pr^atons par na et zB les longueurs de ces deaz diamètres ^ 

l'ëqnation de la courbe sera cons^t^uemmeat 

Soit (^r'r/O 1^ point de contact de l'ellipse avec an des cât^ 
du rectangle, de oianière qu'on ait 

ce côt^ déterminera y sur les axes des coordonna , des segmens ^gaux. 
entre eux et à la moitié de la diagonale du rectangle ; et , en 
représentant par r la longueur de celte demi-diagonale , on aura» 
par Ua priucipes couiuis sur les sous-tangentes. 



d'oi 

En portant ces ralènrs dans l'équation (i) et réduûani, on e» 
tirera 

or , le premier membre de cette demifre éqnation est constant , 
quel que soit le rçctan^e circonacrtt; doDc,:le fécond l'est ansù* 
doBc tous les l'ectangtes circonscrits i nne même ellipse ont leurÂ 
diagonales de même longueur ; donc ils ont tous leurs somnwts sw . 
une méoie cifconférence qui a son i^tre au centre même de VeU^iae. 

THÉORÈME II. lieÛipse fst /oujourt partagé f en quatre portion» 
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iauîvàlenies i pur un système quelconque de dîamltres conjugués. 
Démonstration, Concevons une ellipse divisa eo quatre portions 
par deux diamètres conjugyA quelconques, et soit projetée ortho-? 
gonalement cette ellipse sur un plan tellement situé par rapport au 
lien que la projection soit un cercle.; les projections de ses dia- 
mètre^ conjugués seront - deui diamètres de ce cetdé se coupant à 
angles droits et divisant consé^uemment sa surface en quatre par- 
ties ^ales ; mais les quatre p«rlkins correspondantes de Ttllipse 
auront pour mesure ces mêmes parties divisées par le cosinus de 
l'angle des deux plans ; donc m eSet , -ces quatre portions sont «qui- 
valentes. 

THÉORÈME lu. te Heu des sommets àe tous les paraîlélogram- 
mes- conjugués circonscrits à une mime ellipse est une autre ellipse 
concentrique à la première ^' qui lui e'sf semblable et qui est sem- 
blablement jituée. 

Démonstration^ Soit projetée .orthogontdemêiit l'ellipse, avec tons 
ses parallâogrammes conjugués circonscrits , sut un plan tellement ai>- 
tué par rapport au sien que la projection soit ait cercle ; les pro'> 
|ection'a des parallélogramtnes conjugués seront. des quarrés circoas' 
crits à ce cercle lesquels auront' cooséquement leurs sommets sur 
nn antre cercle concentrique k celui4à. Les {wojections de l'ellipse 
et du lieu des sommets des paralléiogramiaes conjugués sont donc 
deux, cercles concentrit^esj ce lieu est donc une. autre ellipse con* 
ceutri<]ue à Ja . première , semblable à elle, et semUableinent située 
MT son plan. 

THÉOflÈME IV. Si deu^ ellipses tracée» sur, un mime plan^ 
■sont ,à la fois concentriques; semblables et sembldblement situées 
sur ce plan., toute corde de la plus grande tangente à la plus petite 

l^-ttroekeru au mitieu' de'sa to/tguëû'r'. ^ - ~ 

. Dim^stration. Ou pourra toujours ,- w effet , projeter orthogo- 
tialemeot la ligure sur un pieu tel 'que sa projection smt le '.spUèmC 
de deux-ceA:!^ concentriques j et k proposition étant évidemment 
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Traie pour la projection de la oorde ^ elle devjca l'être ans^ pour 

celte corde elle-même (*)^ " 



GEOMETRIE DESCRIPTIVE. 

SurlO' kmgçnte à ta $pii>ale- eontque;; 
Extrait d'une lettre au Hëdacteur des Annales^^ ' 
far M. Vallès , ëlëve à T^cole polytefÀoiqafr.. 



h^X) tasdis- que li géb^ratrice d'un cAie droft se- menr uniforme 
ment sur la surface 'Convexe de ce ''cdae , un point parti du.som- 
jnet pareount Biûibrméineor eett» gâi^atric«- nobtlS', oe point trà* 
cera-, du. s l'espace, une courbe & double courbure, qu* M. Gar- 
bÎDski ( pag», 167 ) »< App«I^ ^iraie tcnifve; et J^ lamelle il s'ésl 
proposa de aieDec me lengeate^ pai: un quekoiH[ue de sas paiot& 
: La tangente i' uat Goarbe à' douUe courbure » en uir fue)coq~ 
^tre: de ses points, est, eooinie' l'on 5air> la commune section dea 
Hlans lasipaaa-. menÀ , par le même paiqt-,. i deux surfatie» doui 
cette courbe est- I:intersection. Ici on peut prendre pour-li>uDe de' ees 
surfaces Ift surface même du- cône , pour laquelle rten n'esc plus fa- 
cile qiie>de eonfltrtiire lie plan tangenv eb nnijnelconqne'^ ses poiniSi 
Sfi Garbiaski piwid poar-tlauuele lieii géométrique des. perpeq-^ 



' (*)-Ceci peat tera «oaiidéM •onnBe.' fanant wte'ii on- sntrv article da 
VU Wttno^iuéri à^UrgageiiP-daU.* '*i^niaa;da préunt recueil; ' 
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...dîciilairM sbaiss^fes snr l'axe de ce côae des diflVrens points de la 
q)irale conique / et il prouve tr^-sîmplement que cette derqîiyre 
-■ •Drface est une h^icoïde , à laquelle- const^uemment il s'agit de 
. m^otr. un plan tangent par le tnéine point. M. Garbrnski, ponrr 
parvenir, suit la grande roate, par laquelle on est toujoan sûr 
d'ariirer un peu plus -t<^t ou un peu plus lard ; mais il me sem- 
ble que la naturc^iadÎTiduelle du problème permet de ràoadre 
la question sans recourir à la considération du paraboloFde bjrper- 
twIiqueV ou de toute autre surface auxiliaire, tangente i celle fpnt 
laquelle on se propose' de coBsiriiiré le plan UngenL 

Le plan tangent à une surface ^ en un quelconque de ses points, 
est détermina par les tangentes & deux sections faites & cette sur- 
Ëice en ce même poioL Lorsqu'il s'agit d'une hâicoîde, on peut 
pl^dre , pour une de ces droites, la génëratriçe de l'hâicoïde en 
ce point Pour avoir l'autre , concevons , par le mâme point , un 
cjrliudre de r^olution , ajant même axe que t'hélicoîde ; ces deux 
surfaces se couperont suivant une liâice, dont la tangente au point 
dont il s'agit pourra être prise pour la seconde de nos deux droï-* 
tes. ' 

En conservant la figuré de l'endroit cité , la trace horiaontale de thé» 
lice sera le ceider déoit du point C comme centre et avec CM' pour 
rajon ; lé trace horiioniale de la tangente à cette hélice , au point M , sera 
donc la tangente M'Q iVe cercle, au point M'. Quant au poîbt o& 
eétie tangeifte percera le plan horizontal , on le déterminera en 
^enànt snr la tangente projetée, à partir du poÎQt M' une longueur 
^ale à celle de l'arc de notre cercle compris entre les rayons C'A' - 
et CM'. Or on voit aièément qu'en menant en' H' , au- cercle dont 
le rayon est CH', une tangente H'P' ëgate eu longueur à t'arc A'H< 
et menant CP^ coupant en Q la tangente à notre premier cercle 
eu M', la longueur M'Q sera précisément celle que doit avoir cette 
'tangente. On retombe donc ainsi exactement , mais par des cour 
' lidéralions beaucoup plussimples,tarUc(MistructioadeM. Garbioalu. 
. rem. XF2. ■.,..■. .... 49 . - 
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GEOMETRIE ELEMENTAIRE. 

T^ote sur tes axes , plans et centrés radicaux ; 
Par M. Sarru5, docteur agi-ég^ es sciences. . 



\Jv a pu Toîr en divers endroits deoe recueil, et qotammentfi 
la page ig3 du Xill.* Tolume, de quelle importance ^nt anjgur- 
d'iiui, dans lagëom^trie élémentaire} les proprïél^ des pôles , polaires 
et plans polaires , celles des centres > av'S et plans de similitude et 
enGn celles des axes , plans et centres radicaux. 

Les géomètres de l'école de Monge , en recourant i la géom^ 
trie & trois dimensions , sont parvenus à démontrer fort simple- 
ment et sans calcul les propric'u^ fondamentales des pAles , polai- 
res et pbns polaires , ainsi que celles des t:eutres , axes et plans 
de similitude ; mais la chose est encore à faire à l'égard des axes , 
plans et centres radicaux. Il nous paraît qu'on peut j parvenir an 
'moyen des considérations suivantes : 

' I.** Deux cercles égaux ^uni tracés sur un m^me plan , il est 
'manifeste, ou loat au moins très-facile de démontrer , que la per- 
nendicnlaire indéfinie sur le milieu de la droite qui joint leuis 
centres , contient tous les points et les 'seuls potoa -de leur plaa 
desquels .ou puisse lenr mener des tangentes de imême langueur^ 
'■• a.** On en «oticlai cette autre proposition , d'une- ëvideocb & pea 
près égale, que les points du plan perpendtculatre sur'le nùlieu de 
la droite qui joiM las centres de deux sphères égides ont tous et 
-Ont ezclusivemenf cette propriété que les tangentes menées de char- 
CDD d'eux aux deux sphères sont de même- longueur. : 
' 3i* Soient préseotemeat deux cerclés inégaux * tracés sbr un même 
plau yB\ soit P un des points de ce plan desquels «a peut leur 
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mejaet dps tangentes de même longueur. On peut loujonra coAsi- 
dérer ces deux cercles comme les intersections de Teur plan aTeH 
deux sphères d'un même rayon quelconque , pourra que ce rajoni 
ne soit pas inoindre ^ue celui' du plus grand des deux cercles; et 
les tangentes menées dti point P à ces denx cercles le seront aussi 
aux deux sphères. 

4." Donc (2) le point P est un des points du plan perpendi- 
culaire sur le milieu de la droite qui Joint les centres de? deux 
sphères ; et par const^uent tous lés points P du plan des deux cer- 
cles desquels on peut leur mener des- tangentes de nréme longueur , 
appartiennent en même temps au plan perpendiculaire sur le mi^ 
Heu de la droite qui joint, les centres des deux sphères ; donc tous 
ces points P sont à l'intersection des deux plans y et par cons^ 
quent sur une m^me droite. Il est aisé de voir d'ailleurs- que cette 
droite est perpendiculaire à la droite qui joint les centres des deux 
cercles ; ainsi , tous ies points du plan de deux cercles desquels on 
peut leur mener des tangentes de même longueur appartiennent a 
une droite indéfinie , perpendiculaire à la droite (jui joint leurs 
centres* C'est cette droite qu'on appelle \axe radical des deux Cer- 
cles 1 et qu'on sait être leur tangente oa leur corde commune , dans 
lé cas particulier ain ces deux cercles se touchent ou se coupent. 

5." On conclut facilement de U que tous les points de Tespacè 
desquels on peut mener à deux sphèrfs. des fanantes de même 
longueur appartiennent à un plan indéfini'', pèrpehdicuîiiire à la 
droite qui Joint leurs centres. C'est ce plan qu'on appelle le plan 
radical des deux sphères , et qu'on sait être leur plan tangent com- 
mun ou te plan de leur intersection , dans ie cas particulier bu les 
deux sphères se touchent où se ddiipeui 

6." De ce qui Tient d'ôtre démontré (4) on conclut , sur-le- 
champ , que les axes radicaux de trois cercles , tracés sur un même 
plan ,' et pris sueceisifemeni Jettx à ' deux , passent: totâS trois par, 
un mime point. C'est ce point qu'on appelle le centre radical de^ 
trois tercles« C'est lé seul point da pUti: de c«»^ trois cai^cles dit-: 
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qael on puisM leitr mener des tangentes de même làpgoetir. On 
pourra donc , ea faisant Taricr le troisième cercle , sôît de gran- 
deur sott de situation, soit de l'nn et de l'aatre à la fois, mais 
de manière qu'il coupe toujours les deux premiers , obtenir deux 
points de l'axe radical de ces deux-ci , et par suit* cet axe ra^ 
dîcal lui-même , dans le cas où ces deax cercles n'auraient aucnn • : 
point commun. 

7.* De la proposition d^montr^e (5) on cooclnt facilement qa« 
th plans Tùâieauxàé- trois sphères prises suteessivement' deux è 
4eux , passent tous trois par une même droite perpendiculaire a» 
plan gui foiiU leur centre. C'est cette droite qu'on appelle Xaxa 
toiieal des trms sphères. C'est le Heu des {>oînts de l'espace des-^ 
q[aels on peut mener à ces trois sphères des tuigentes de même 
loDgnenr. 

8.° Enfin on conetùt de cette deraière proposition que Us axes- 
radicaux de ^uaipe sphères prises suceessiçemeat trois à trois « pas~ 
sent tous quatre par un mime point. Ce point est ce qu'on ap-^ 
pelle le centré raiica! des quatre sphères. C^ le seul point •àt. 
l'espace doqnel on puisse mener ^ées ^atf» sphères des tangente» ^ 
de même loi^iienr. 

QUESTIONS RÉSOLUES. 

Sdutîan au damier des deux problèmes de, gépmétri» . 
proposés à la page 76 du prècédetil volume j 

Par M. *•• 



i^ROSZÈMEt Les propriétés caraeiiristiques de la sphère sont 
I.* yxtf toutes celles de ses cordes gui passent par un certain point 
fixe y ont leur milieu s. -^^ gue-ces cordes sont toutes dune mime 
iongueur* lies surfaces gui jouissent de la première de ces proprii^ 
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tis sont le» sutfaees guî ont un centre » et dont i7 est. facile d'ob- 
tenir ti^uaiion généraie* On propose de donner également fi<jua~ 
tiom f^niraiê des surfaces ^ui Jouisstnt de la dernière pr<^riité, 
fans jouir de la première ? 

SoAuiûn. Soient P le point donntf et ar la Jongnéur commaoe 
que dwrent aroir toutes, les cordes qui concourfoot en ce point. 
Conceroos dans l'espace une surfece couii>e , tout-à fait arbitraire., 
coi^âsue ou discontinue. De l'as quelconque C des.points de cette 
Surface soit oieuëe .ao^ .droite au point P, et £ÙM>pi,dU.ivéaie ix^itt 
le senfK 4'une tpkètti a/ant «a tajron. é^ à r., «ettc ^bètç. sera 
perc^ par la droite iPC en deux points appatieaaat i deux vap-; 
pet de la aur&ce cheicltée , laquelle sera contimie oa discontîjitt» 
«uivant la nature da lieu des points< G*. 

ImttoQS ce proche par l'aDaliae. Soit pris le point P pour oci-*. 
gtoe des coordonna rectangulaires, et ^it âlgw 

«='(*./)► . («> - 

l'^qdatîaa 'de la sarface Ueu det points G j les ^qationi de l'ut 
qutlconqav^daft ^niXx» PC «eroiit 

fe^x, y=Sx, (a) 

Jf!t B A«at denx indAerminées ; ot , en conbiaant entre dies lès 
^nations (it>^ * Mt en tirera pour le poin( G to équtiwif 
de la forme 

Ia q>hère qui a^n ce. pwnt. pour ceutce pt nn rayon ^gal à r abra 
poor équation 

Eb combinant donc cette dernière Ration » ponr chaque système^ ' 
Taleon de-^ tiS, aVec leï équations (2) ; on obtiendrait» tuur-à^ 
toui tous tes points des deux nftp^ de la soifàorebeKh^'Pow 
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^fa QUESTIONS 

oLienir clon(^ l'^nation générale de cette surfaç,e, il n'est qtiestic^ 

aaf dVUmirier A et J? entce ces mêmes équations, ce qui donnera. 

^i Ht'Gomé<]ti«mUieBt< l'équaiion demandée.. -^ 

> Nous avons supposa J{oe la fonction i était donnée-, et notti Te»r 
Dons Aa Toir i{t>é hi' foftcûon f ^ea déduit en résolwnt par-rap- 
port à z l'éqaatioa - • ;■ : • ■■■■■^ 
z=zi(Ax,Bz) . 

Si \ ail contraire, ta fonction y étant doiinée, on veofen dc'duirfr 
la fonction f , on y pa'rrîendrà en résolvant par rapport i la axéiiiô 
variable l'é^liation 

■■■■■■'- ■■- ■^-(y)-;;;;;-;;;.I 

La qnesljoQ qae nous T^ons de. résoudre est essetenent , pour 
la géomitrie & trois <Jiniensio\is , £e qu'est , pour la géométrie 
fUi»t'<:*l'°' <l<^ * M tniWe fat M> limfUi { AuànUti MUa^ii^ 



Démonflration du théorème tCanalite. énoncé i la . 
' pàgt'iSl^'duprécédeAtxtoltmti ■■; , 
, Par un A B p n N É. ■ . ' 



y Google 



Suit (if—pr)'(r*-~^s) soil nul oit négatifs celle équation aura né- 
cessairement deux racines, imaginaires , au moins '{' et , si une pà-^ 
Teille relation a lieu pour plusieurs, séries de quatre termes côàsé^ 
cuiifs', Té^'uation aura autant jaé couples 3è rqcine^ imaginaires^ 
au moint qiielle offrira ie pareilfes séries. ' i ■» 

Dimotutration, 11 est coonu qu'une t^uatioo nésàuVaitSToif pins 
d« racines positives que' de earialions de fiignes j ni plus de raci- 
-moM àégatities 'qat de plfrmanmcit de signes.' ' * i; '" t. 

- U suit de U que û-i> i^u^ «»« <^fuatioii t .il>«MM]ne Ka.tMièe 
i#QtF«.4l?i^ 'tenues. :d^ jijL^Qie.. signe,:. cette (SgitaH«f^ -«ut^ ;4*^u-p)ij»- 
ciaes imaginaires» au moins, itoient, en eQèt, v \e\ftfnptiitni^{0^ 
Tarialions et ^, |^ norobce d^ ses pecpiap^nçe^ , dç-^art et d'autre 
du terme qui manque , m étant le Aègti de l'éqnalion ; on devra 
'vrair'»-\-p=m—z. En ràablisiààt K; terme qui mah^ue, avec' le 
coeAicieot làio alTecté du même ^^é^= c^uè pDfttnïtte deux 'ter- 
mes qui le comprenajeiUfCe qui es^ perj^i^v-l-^quation n'ayaut dès 
lors que t> variatioDS, on sera en droit d'en conclure qu'^tjp sCfi. 
pas plus de p racines rëel^efi positiT^.i^ , iUi. contraire , on r^ta* 
blit ce même terme , en donnant 1 soa coefficient zéro un signe 
contraire au' siçfoe commun des deux termes 'qiii 'fe comprennent, 
ce qui est égalea«ni;p«rmiîs , dt'ëquatioa -n^an^ bmjouts que p 
permanences , on sera en droit d'en c<Hiclure quMIe n'a pas plus 
de p racines réelles négatfrés'. Udtr'tèlltJ *#qnation' nli ''domtlïAi 
plus que »-\-p ou n>— 3 rAcittès'rfclléiî'ëllé^ ri doai déiU ra<iines 
imaginairesVau jnbins. ■■'■'■•»■■'• »■> ■ ■ ...■;*>;] ^j.u,.-,'. ■/.. m 

Le même raisonoemçnt prouve qu'autant àfi fois il manqaera un 
terme entre deu^ autrés'de même signe', 'anlàot Téquatioo aur% de 
couples :4e; tripes jma^inairps^ as n^oi^s.,^.^^ ^,|,, ,.[.., . 

Il suit de là qu'une équaiioif- ^us. ^quel|f xi^ manque dçax, tec- 
meâ consécutifs a au moins deux racines imaginaires ; car alors on 
peat toujours r^tablin le 'terme qui libli^ue de manière à faire 
masquer l'antre, entre deux termes de, mêmes signes. Ou voit même 
•qu'aii^'t dis'Tûis iF manquera UeËI! tèrl£S^'coÎMci^'^, iïtxé'tk'À 



y Google 



384 QUESTIONS 

lermes e&èctifs y, autant i'é^uatioa aura de couples de racines iaui^ 

ginaires ^ au moins. 

11 est évident d'ailleurs que rintroduction ou ta suppression d'un* 
ncioe. réelle, dans ooe étjuation , oe saurait modifier en auctine 
'aorte le noinbre de ses racines imaginaires. 

Cela pottf, soit 

Bne portion d'une ^aUen de degré qnelconqae , n on y intra* 
4ÙI nn« nane réelle iodétarnik^ -'J , eo mnltipliaot tom pre- 
■tier iDenl>re par st-^A, mus tefmes conhécatifi de l'éqnatiott #é- 
«dttulfr KrMt 

Or , d'après ce <^\ a été dit plus haut , si l'on peut diçoier de 
A de nianière & aroir A la lus 

■ : f^pA=to , r+^j^so ; 
on bien 

r+fjfcso t t^rÀ^a ; 

ce qai exige ^u'on ait 

y**«^no > on r*— f/oio • 

l'équatioii kura deux racines inu^naiicc 

Ma^squ^ad bf^ mé^e aucune de ces denx conditions ne ponr* 
rait être remplie , pourvu ^u'en déterminant A par U condition 



il en réinlie pour f^fi'A et s-^A des ralens de mémci signes » 
c'est^jt-dire » des râleurs telles qu'on ait 

■^ ijf¥p^i*-^rA)>o ^ 
yémaxî/m tnn &al«iiieiit dw >ncînes imaginaires i an ioaûns . 
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or, en mettant pour ^ sa râleur dans celte inégalité, on troure 

..G-^X-^)^- «" G-7)(7-')<- 

OQ , en multipliant pkr ç* 

(y'_-pr)(r'— yj)<o , 

comme l'annonce le théorème. 

il r^iilte de là , en particalier , qu'antaiit on rencontre , dans 
une ^nation , de s^riesde trois termes formant une pruportion con- 
tinue par qnotiens, antant f^f^ation a de couples de racines ima- 
ginaires au moins (*). 



Solution des deux problèmes de géométrie proposés à 
la page Zi du présent volume; 

Par M. Vallès , élevé à TEcole royale polytechnique. 

Lj'ES deux problèmes que nous nous proposons ;;ici de r&oudrâ 
^tant de la classe de ceux de la-g^um^trie plane qui ont entre eux 
la relation qui a fait le sujet de l'article' de la page 209 du pré- 
lent volume; nous allons, comme en cet eodroit^en présenter la 
tutution dans deux colonnes correspondantes. 

PROBLÈME. D'eux syatimet PROBLÈME. Deux systimea 

de deux points , situés sur un de deux droites y situés sur un 

même pian , déterminant deux même plan , déterminant dtux 

droites t que quelque obstacle .em' points que quelftte obstacle em- 

(*) Le thëorèowqiii Tient â*ètre démontre, et beauconp d'antres du même 
genre, font le sujet d'un mémoire de M. de Lavernède , dont on trouT* 
l'estrait dan* le ^dsine de VAtaàémiê du Gard, ppar 1809. 

J.i>. G. 

Tem. XVh 5o 
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ffét^e dé tonstruire ; déierminer , ■ fèehs -de construire ; iéte r rrn r te t » 
en n* employant ^œ lu règle aeuh" en n'employant tfue la règle seu- 
■ment ',-lej>6înt de concours de ces lerAent , la droite qui passe par 
deux droites. ces deux points ? 

Solution. Soient A, B, les deux Solution. Soient A , B, les deux 



]k)înts du premier systùme^ et A% 
B', les deux points du second ; 
il s'agît , sans constcuire les droi- 
tes AB et A'B', de construire le 
point S qu'elles diiterminenU 

Four y parvenir, soient cons- 
truites les droites AA^ et BB"*, 
déterminant un point C' ; par 
A et B , soient menées deux droi- 
tes de directions arbitraires , con- 
courant en C , et délerniinaut 



droites du premier système et A' , 
B' , In deux droites da second^ 
il s'agit, sans construire les points 
AB et A^B'i de construire la droit* 
S qu'ils déterminent. 

Pour y. parvenir , soient cons- 
truits les points AA' et BB' , dé- 
terminant une droite C'^ ; sur A 
et B, soient pris deux'points de 
situation arbitraire , appartenant 
à une droite C , et déterminant, 



avec C" , la droite C'C". Sur avec O', le point OC", Parce, 

cette droite , soit pris arbitrai'- poinr, soit menée arbitrairement 

rement un point C, et sot.t joint iiae droite G, déterminant, sor 

ce point aux points A', B'par des A' et B', les points CA'et CÇ', 

droites CA' et CB' , coupant res- qui , avec les points AC et BC , ■ 

peclivement AC' et BC en A" détermineront respectivement les 

et B" ; alors la droite A^'B" con- droites A" et B" ; alors le point 



tiendra le point clierché S. En ré- 
pétant donc la même construc- 
tion f mais en ayant soin de va- 
rier ce qu'elle offre d'arbitraire^ 



A"B'' de concours de ces deur 
droites sera l'un de ceux de la 
droite cherchée S. Ett répétaiA 
donc la même construction, mais 



on obtiendra une nouvelle droite eji ayaut soin de varier ce qu'elle 



cooteuant aussi le point S , qui 
se trouvera ainsi h l'intersection 
d«.ces deux droites. 



offre d'arbitraire , on obtiendra 
un nouveau point qui sera aussi . 
sur la direction de S , laquelle se 
trouvera ainsi assujettie à passer 
pat ces deux points. 
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On justifie atsâaieiit cette'cons- Od justifie aisément cette cons- 

traction du problème , en obser- traction du problème , en obser- 

t«nt qa'il en résulte qne tes deux vant qu'il en résulte que les deux 

triangles dont les soïninets sont triangles dont les côtés sont A, 

A , A' , A" et B , B' , B^' sont tel- A' , A" et B , B' , B" sont lelie- 

leoieDt situés que les points C , ment situés que les droites G , 

C* C" deconconrs des direc- G^ C^^ qui joignent leurs sonimeti 

lions de leurs côtés correspondans correspondans A'A" et B'B", A''A. 

A'A" et B'B" , A"A et B'/fl , A A' et B"B , AA' et BB' , concourent 

et BB^, appartiennent tous trois toutes trois en un même ppint; 

à une même droite ; d'où il i*é- d'oh il résulte , en vertu d'une 

suite , en vertu d'une proposition proposition connue (*) , que les 

connue (*),que les droites AB» point AB, >A'B^»A"B^' de cou- 

A''B', A"B" qui joignent leurs cours des directions de leurs cô- 

somnets correspondans doivent tés correspondans sont tous trois 

concourir contea trois eo no même situés sur Une même droite 6, 

poinU -S. ' ^ 

11 importe de remarquer qne ^ H importe de remarquer que , 

quand bien même on ne pourrait quand bien même ou ue pourrait 

pas construire les droites AA' et pas constiiiire les points AA' et 

BB' , ou n'en parviendrait pas BB' , on n'en parviendrait pas 

moins i la détermination du point moins i la, détermination de la 

S; puisque, dans lé cas oùy 00 ne droite S ; puisque, dans le cas 

peut pas mener une droite entre où on né peut pas prolonger 

deux points, on peut néanmoins deux droites jusqu'à 'leur point 

(**) construire, avecla règle, tant de concours, on peut néanmoins 

de points qu'Onvondra du proton- (*^) construire , ayec la règle , tant 

gemeut de cette drotte. de droites qu'on voudra qui con- 
courent eu ce point. 



(*} Vojez la page a 19 du préaent (*} Voja la page sig du prâieat 
volume, u° 18 de droite. Tolnoie , n.* 17 49 g*<tclic< 

(**) Vojes la page 310 du présent volome. 
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38» QUESTIONS RESOLUES. 

. Aiosi , Âant donna les quatre Ainsi , étant donoM les diie<s 

sommets d'un quadrilatère , dont tions des quatre cût^s d'un qua- 

aucun des côtés ne peut être tracé y drilatère, dont aucun sommet o« 

on pourra toujours» avec la règle, peut être construit , on pourra 

cooslmire les deux poiuts que dé- toujours , arec la règle . construira 

terminent les directions de ses cô- les deux droites que déterminent 

tés opposés. ses sommets cftposés. 



QUESTIONS PROPOSÉES. 

Théorème de géomèine» 

Oi trois tétraèdres sont tellement ntués dans l'espace que les plaai. 
que déterminent leurs S(»nmet^ correi|>ondaas concourent tons quatre 
en un même point ; les points deconcours de leurs faces correspondan- 
tes appartiijuâront tous quatre à un même plan et réciproquement. 

Problème de géométrie, 

Constmîre dans l'e^ce on triangle semblable à un triangle donné, 
dç telle sorte que l'un de ses sommets soit en un point donne 
et que les deux autres soient sur deux droites données , non si- 
tués dans un même plan f 

On suppose d'ailleurs qu'on indique à l'avance quel devra être pe- 
lui des trois sommets du triangle qui devra se trouver an point 
donné et sur chacuue des droites données. Autrement , le problème 
offrinit six cas. 



Fin DU sxmkuE yowisx. 
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Ton. XV , pug. a7a , Théorème , r^raU lou. XVI , 


pag. 3o— 3a 


Fag. 344 , Théorème .■ 


lao— i3a 


rProblème L 




Pag. 368 ^Problème n. 




^ProhUme UI. 


117— lao 


P«g. 396 Théorème. 


aa6-aa8 


C Problème L 




T<m.XVl, p. 33 )probUme9 U et UI. 


385-388 


/Théorème. 




ÇTbéoième I. 
^*«*iTMorè«.n, 


110— tai , a63— a65 


.ai-l3a 
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CORRECTIONS ET ADDITIONS. SgS 



ERRATA 

Fwir le seizième volume des Annales. 



jTÂaz 5, ligne 8, premier mot — es //«« : les. 
Pag, 7, pour toute la pago, — iei X,Y,Z, StS», Joi(«n( itrt itali^Uêt. 
Page lo, ligna 8 , S=o , »=» ,- Ustti 5=0 , S'=o, 

ligne 9 , — ^(p-~tf ; lise* : y'(e— O» 
Page l4, ligne 8, du rayo n; l isez : d'un rayon. 
Page 98 , ligne I2 , de» V—' • '"" • ^^ V~'* 
Pageioa.ligne» 3 et 7, — après il), ajoalex: page 100. 

Ligne 8, — après (a); ajoutez: page loi. 
Pageio4,ligiiB8iea remontant —après (3); a/outeïipage 98. 

Pag.ioS, ligne 3, formule (la) — -^ ; Usez: ^ ■ 

Formule (i5) — * changez les mois Sin. «i lâm. 
Formule (16} — même changement, 
FageioG.ligne 3, — la/ormule doit être luantraiie (19). 
Page 107 , formule Ca4) — /, ; liiez : f,. 

Htme formule ^ Sio. t ''"' = Lim. 
Bas de la page — la formule doit ilre numirotie (37). 
Même formule — F t H'^* '■ *■ 
Page io8,ligBe 14 1 — apris (3); ajoutes: page 98. 

Ligne 16,-^. la formule (3); lisez: cette formule» 
Page igSfligne 10 , — AZ ; lisez : iZ, . 
PageaiG, après les nnméroi 7 ^ introduisez ce çui sait : 
8. Quatre plans , issus d'un même 8. Quatre points, situés dans m 
point de l'espace, déterminent six droi- m£me plan, déterminent six droites, 
tes , distribuées trois à trois snr ces concourant trois k trois en ces qua- 
quatre plans. Ces six droites déterrai- tre points. Ces sis droites détermi-' 
nent trois Douveaux plans qui , à leur aeat trois nouyeaux points qui , à 
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3sS CORRECTIONS ET ADDITIONS. 

tonr, détenniQeDt trois nonTello droi- leur toiv, d^ternuDent tms BovTeIr 
tes. les droites. 

PBgei45,ligne i4 , — Ang.R,<;'} ; lisegi Aiig.(A,i/}. 

Pagca5o,fi>rmale (4) , minsérateur du I.*' membre, ^ t^ lisexr t. 

Page 357,ligiies iS et 16,.— dont elle s'y trouve; /mm ; dont cUe J est. 

page3o6,Ugoe 3, en remontant , — k=u ; liin : u=u . 
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